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Vertexalgebren 1 Formale Distributionen

Zur Motivation des Begriffs einer Vertexalgebra werden wir kurz in die mathematische
Formulierung einer 2-dimensionalen konformen Feldtheorie einsteigen. Eine detaillierte Be-
schreibung geht weit tiber den Rahmen dieses Vortrags hinaus.

Betrachteten wir ein Quadruple (V,Y, 1, D), bestehend aus

¢ einem linearer Raum V mit einem von Null verschiedenen Vektor 1 € V,
¢ einem Endomorphismus D : V — V mit D1 =0,

e einer linearen injektiven Abbildung Y : V. — F(V) die fir alle 4,b € V folgende
Eigenschaften besitzt:

- Lokalitdt:  Y(a,z),Y (b, w) sind lokal zueinander,
- Erzeugung: Y(a,z)1=a+ O(z),
- Translations Kovarianz: [D,Y(a,z)] = 9Y(a,z).

Hierbei sei F (V) der Raum der Felder iiber V.

Die obigen Axiome stellen gerade die mathematische Formulierung einer 2-dimensionalen
konformen Feldtheorie da.

Anderseits ist (V, 1) eine Vertexalgebra (die paritdtserhaltende Abbildung muss passend ge-
wéhlt werden) die per Definition die obigen Axiome erfiillt.

Somit kann man konforme Feldtheorien mit Hilfe von Vertexalgebren effektiv formulieren,
den z.B. ist die Assioziativitit der Operator-Produkt-Entwicklung der CFT bereits in der As-
sozativitdt der Vertexalgebra kodiert.

An dieser Stelle sei erwdhnt, dass Vertexoperatoren zuerst in der Stringtheorie eingesetzt
wurden um die Ausbreitung von String Zustdnden zu beschreiben.

Aus mathematischer Sicht wurden sie erst spater durch Borcherds eingefiihrt (siehe [BORC]).

§1 Formale Distributionen

Sei R ein Vektorraum tiiber C und z = {z1,...,z,} eine Menge von Unbestimmten.

Definition 1.1. 1. Eine formale Distribution ist eine formale Reihe

A (Zl,. . .,Zn) = Z Aj1/~~~,jnzjll .. 'Z{'ln
jezn

mit A]' €R

Der Vektorraum der formalen Distributionen sei R [ {zlﬂ, e Z,FH oder kurz R[[z%]].
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2. Der Raum der Laurent-Polynome ist definiert als

R[zlﬂ,...,z,fl} —{Ac R[[zlil,...,z,flﬂ 13k,1: Aj=0auferk <j <1}
Bemerkung: i<j <= i, <j, furallev=1,...,n
3. Der Raum der formalen Potenzreihen ist definiert als

Rl[z1,...,zn]] ={A: A= Z Ajlenz]f R
jeEN”

Bemerkung: N = {0,1,2,...}

4. Der Raum der formalen Laurent-Reihen ist gegeben durch

R((z)) ={A€R[[zF]] |[Fk€ZVj€Z: j<k = A =0}

Firz = {z1,...,2z,} gilt:
R[z"] C R((2)) C R[[z*]] D R[[z]
Bemerkung: Das normale Cauchy Produkt fiir Potenzreihen
AB(z) = A(z)B(z) = )| ( ) AZ-B]-_i> b
jeZr \icZ"

ist fiir formale Distributionen im Allgemeinen nicht definiert.
Aber fiir A, B € R[[z*]] gilt:

1. A, B formale Laurent-Reihe, dann ist AB(z) wohldefiniert.
2. B ist formales Laurent-Polynom, dann ist AB(z) wohldefiniert.

AufSerdem ist A(z)B(w) € R[[z*, w*]] immer wohldefiniert.

Von jetzt an sei z = z1, also (z%) := (z, z; })

Definition 1.2. Das Residuum der formalen Distribution A € R[[zF]],

A(z) = Z Ajzj

jez
ist definiert als
Res,A(z) = A_1 €R
Die formale Ableitung 9, : R[[zF]] — R[[z*]] ist gegeben durch

&(Z Ajzf) =Y jAiZ™!

jEZ JEZ
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Bemerkung: 1. Es gilt Res;A(z)B(z) = Ljcz AxB_¢—1, wenn AB(z) definiert ist.
Beweis: Folgt aus der Definition von A(z)B(z) und Res,

2. Res, (0;A(z)) B(z) = —Res, A(z)0:B(z) = Y yez k- AxB_x
Beweis: Folgt aus den Definitionen von Res, und 9, mit Hilfe von 1.

Beachte: Res,d,;A(z) = 0 fiir alle A € R[[z¥]]

Definition 1.3. Die formale Delta-Funktion ist die formale Distribution § € C[[z*, w*]] die
gegeben ist, durch

S(z—w)=z""1 Y. (%)n

nez

Bemerkung: 1. Wie man sofort sieht, gilt folgende Gleichungskette:

se-w) =1L (4) = Lot = D=t T (2

nez nez nez nez

2. Fiir A € R[[z%]] ist A(z)6(z — w) wohldefiniert und kann als Distribution in R[[w™]][[z*]]
betrachtet werden.
Beweis: 6(z — w) = & (w — z) und §(z — w) = ¥ Dy, z¥w" mit Dy, = Ok —n—1-

3. Es gilt fiir jedes A € R[[z*]]:
Res,A(z)d(z —w) = A(w) und A(z)é(z—w) = A(w)dé(z —w)

Beweis: ® Res, A(z)6(z — w) = Res, (L, mez Anz"z " 1w™) = Res, (L mez Antmi1z"w™)
=Res; (L mez Amwm’”’lz”) =Y ez Amw™.

e Die zweite Aussage wird spéiter bewiesen.

4. In der Literatur wird die formale Delta-Funktion auch wie folgt definiert:

5(z) = Y " e C[[z"]]

nez

Es gilt dann 6(z —w) = z716 ().

Im Fall R = C ist der Ring der formalen Laurent-Reihen C((z)) ein Korper.

Beweis: Addition erfolgt komponentenweise, damit wird (C ((z)), +) eine abelsche Gruppe mit
neutralem Element 0. Multiplikation ist wohldefiniert und da C Kérper ist, ist (C((z)) \0, )
eine abelsche Gruppe. Das Distributivgesetz gilt, wie das Assoziativ- und Kommutativge-
setz, weil es in C gilt und sich per Konstruktion auf C((z)) fortsetzt.

Dieser Korper kann mit dem Quotientenkorper des Ringes C|[[z]] identifiziert werden. Eben-
so definiert man C ((z1,...,2x)) als Quotientenkorper des Ringes C|[[z1, ..., z4]].
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Aber C((z1,...,2zx)) ist im Allgemeinen kein Korper.
Betrachte die zwei Abbildungen:

s Lozt C((z,w)), — C[[z5, w*]]

gegeben durch Laurent-Entwicklung im Bereich |w| < |z| bzw. |z| < |w| so ergibt sich:

k

tzlw(zk) =z = tzu,z(zk), tzlw(wk) =w' = twlz(wk)

und fiir z.B. f = (z —w) ™! € C((z, w)) folgt:

e ((Z—lw)> N ni;o <am$'f>

wm

w=0

-5 (’”'H”) =)

iz omn € [ [, 0]

m=0
:m_ilz—“"meﬂ:[[ w*]]

Somit gilt insbesondere: 1, (ﬁ) — lwz ((Z_l—w)> =6(z—w).
Also stellen die beiden Entwicklungen zwei unterschiedliche Elemente in R[[z*, w™]] da.

Bemerkung: C((z,w)), C C((z,w)) sind die rationalen Funktionen der Form

flz,w) = m € C((z,w)) mitk,I,m>0,p € Clz,w],

d.h. die ,rationalen Funktionen” mit Singularitdten (hochstens) inz =0, w =0,z = w.

Wir wollen nun kurz betrachten warum man von ,formalen Distributionen” spricht.

Lemma 1.4. Jedes A € C[[z*]] wirkt auf C[z*] als eine lineare Abbildung

~

A:C[zi]—wi

gegeben durch

~

A(f(z)) :=Res,A(z)f(z), fe€C[zF].
Also gibt es einen Isomorphismus

C[[z*]] — Hom (C[z*],C).
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Beweis: A — A ist wohldefiniert und linear
Auferdem gilt fiir f =Y fjz/ € C [z*]:

A(f) = Z Aif (s €C

jez

Also ist A + A injektiv und A € Hom (C[z*],C).
Jedes y € Hom (C[z*],C) definiert Koeffizienten A; = (z7/~!) € C und
die Distribution A =) Ajzj erfullt:

A(z_j_l) =Aj= y(z_j_l).
Somit ist A = y und die Abbildung A > A surjektiv. O

Bemerkung: Obiges Lemma zeigt, dass Laurent-Polynome f € C[z*] als Test-Funktionen
betrachtet werden konnen, auf denen die ,Distributionen” A € C[[z*]] wirken.

Definition 1.5. Seien A(z),B(z) € End(V)[[zF]], wobei V ein Vektorraum. Ist fiir beliebiges
veV

Z AmBy—m(v)

meZ

eine endliche Summe, d.h. es existieren nur endlich viele von Null verschiedene Summanden
fur alle n € Z, so heif3t

ADBE) = ¥ ( Y AmBn_m) 2 € End(V) 4]

neZ \mezZ

das Produkt von A und B.

Definition 1.6. Eine formale Distribution a € End(V)[[z*]],

a= Z a_, 1z "1

nez

heifit ein Feld, wenn fiir jedes v € V ein ngp € IN existiert, so dass fiir alle n > ng die
Bedingung

a_, 1v=20
erfullt ist.

Bemerkung: 1. Aquivalent wire zu fordern, dass a(z).v = Y ,cz (a_y_1.0)z" "1 eine
formale Laurent-Reihe mit Koeffizienten in V ist, d.h.

a(z)v e V((z)) YoeV
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2.

Schreibweise: a0 = a,(v) = a,o

Lemmal7. 1. (z—w)é(z—w)=0,

2

3
4

(z—w)D"6(z —w) = D*6(z — w) fiirk € N,
(z—w)"'D"6(z —w) =d6(z—w) fiirneN,
(z—w)""'D"5(z — w) = 0 fiir n € N und somit
(z —w)" D5 (z —w) = 0 fiir n,m € N.

. .o . 1
Hierbei ist D" = ;9.

Beweis:

1.

3.

4.

Wir werden zeigen, dass A(z)6(z — w) = A(w)d(z — w) ist fiir A € R[[z*]], dann folgt
die obige Aussage direkt. Sei A(z) = }_,cz Anz". Dann gilt:

A(z)6(z —w) = (Z Anz”> : ( ) z‘m_lwm>

nez meZ
— Z Anznz—m—lwm
nme#z
— 2 Anzn—m—lwm
nme#z
"n—m+n+li~ = Z An+m+1znwm
nme#
Tm—m—n—11~ = Z Amwmfnilzn
nme#Z
— Z Amwmznw—n—l
nme#z
= Y A" |- Y 2w ") = A(w)é(z — w)
meZ nez

Esgilt: 05M16(z — w) = Yypeg (m -+ (m —k)) z7" w1 also

(z—w)oko(z —w) = Y, (m---(m—k)) <z’mwm’k’1 — z’m’lwm’k)

mez.
= (D k1)~ (- (=)
mez.
— (k€+ 1).2 e (m—k+ 1)z " Y = (k+ 1)K 6(z — w)
mez.
Folgt direkt aus 2.
Folgt aus 3. und 1. .



Vertexalgebren 2 Lokalitdt und normale Ordnung

§2 Lokalitit und normale Ordnung

Sei R eine assoziative C-Algebra. Auf R existiert immer der Kommutator [S,T] = ST — TS
fur T,S € R

Definition 2.1 (Lokalitat).
Zwei formale Distributionen A, B € R[[z*]] sind lokal im Bezug zueinander wenn ein N € IN
existiert, so dass

(2~ w) [A(2), B(w)] =0
in R[[zF, w*]]

Bemerkung: 1. Man darf nicht einfach mit (z — w)_N multiplizieren;
Im Allgemeinen gilt nicht [A(z), B(w)] = 0 falls A, B lokal zueinander sind.

2. Fir A =) A,;z™ schreibt man meistens A = ZA(H)Z_"_l, damit gilt:

Ay = A_y—1 = Res, A(z)z"

3. A(z) = A(z)- + A(z) 4 mit A(z) - = Y50 Az " tund A(z)y = ¥,0 Az "1
4. A(z)B(w) = A(z)+B(w) + A(z)-B(w)

Definition 2.2 (normal-geordnetes Produkt).
Das normal-geordnete Produkt von Distributionen A, B € R[[z*]] ist die Distribution

:A(z)B(w): = A(z)+B(w) + B(w)A(z) -
Bemerkung: 1. Aquivalent zu obriger Definition ist

A(Z)B(w) = Z (Z A(m)B(n)Zimil + Z B(H)A(m)2m1> winil

neZ \m<0 m>0

2. Aus obriger Definition folgt:
a) A(z)B(w) = [A(z)-, B(w)] + : A(z) B(w):
b) B(w)A(z) = — [A(z)+, B(w)] + : A(z) B(w):
Satz 2.3. Seien A, B € End(V)[[z*]] und N € N. Dann sind dquivalent:
1. A und B sind lokal, (z — w)N[A(z), B(w)] =0

2. Esgilt: [A(z), B(w)] = Z}iﬁl ol ()26 (z — w) mit o (w) € End(V)[[wF]]
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3. Esgilt:  [A(z)_,B(w)] = ]-I\Lgl [wa((z—zl(J)f+1> cd(w)
)

]
~[AG) 1, B®)] = TNtz (br ) I ()
fiir ¢ (w) € End(V)[[w*]]

j
Clmn—j) € End(V),

wobei ¢/ (w) = ¥ cén)w_”_l.

Man schreibt dann auch:
N-1 cf(w)
A(z)B(w) ~ ];) (z — w)it1

Dies nennt man die ,,Operator-Produkt-Entwicklung” (OPE)

Beweis: Ein Beweis findet sich in [KAC] auf Seite 26.

Beispiel:
Betrachte die Heisenberg Liealgebra H mit ihren Erzeugern a, = t", K € H, die folgende
Relationen erfiillen:

[Am, an] = MOy,—n ;  [am, K] =0 Vm,n € Z.

Die a,, bilden eine Basis von C [t, t‘l] und Z sei zentral in H.

Betrachte nun den bosonische Fockraum B = C[t_1,f_5,...] und die folgende Darstellung
von H
plar) = 50—
p(ao) =0,
pa—n) =n-t_y,
p(Z) =idg

Die obigen Relation gelten auf immer noch. Sei nun

Alz) =Y ayz "1

nez
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eine formale Distribution A € End(B)[[z*]]. Es gilt dann:
[A(z), A(w)] = 9:6(z —w) K

Dies sieht man wie folgt:

[A(z), A(w)] = Z a,z "1, Z amw’“1] = Z [, am] 7 lgTml

nez meZ. nme#

=) (M-8, wK) 27" o=

nme.
=Y mKz" "
meZ.
= Y mz" w1 K
meZ
=0.| ) Z"w " | K =0,8(z—w)K
meZ

Aufserdem ist A lokal zu sich selbst, den mit Lemma 1.7 folgt:
1
0=(z—w)’D'¥(z—w)K = (z - w)ziaié(z —w)K = (z— w)?0,0(z —w) K

Fiir die OPE folgt (c'(w) = 1, ¢/(w) = 0 fiir j # 1):

10
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§3 Vertex-Superalgebra

Sei V ein Superraum, also ein Vektorraum der als direkte Summe von zwei Unterrdumen
geschrieben werden kann:

V=Vi+V
Hierbei sind 0 und 1 die Nebenklassen von 0 und 1 in Z/2Z.
Definition 3.1. 1. Ein Element A € V hat Paritét p(a) € Z/2Z wenn A € V),
2. Ein Feld hat Paritét p(a) € Z/2Z, wenn
Am)Va C Vorp@a)y Y@ €Z/2Z, n € Z.

Definition 3.2 (Vertex-Superalgebra).
Eine Vertex-Superalgebra besteht aus den Daten

1. einem Superraum V, dem Zustandsraum;
2. einem Vektor () € V5, dem Vakuumvektor;

3. einer paritdtserhaltenden linearen Abbildung von V in den Raum der Felder

aY(a,z) =Y agz ",

nez

der Zustand-Feld-Korrespondenz,
die, die folgende Axiome erfiillen

1. Translations Kovarianz: [T,Y(a,z)] = dY(a,z), wobei T € End(V) definiert ist durch
T(El) = ﬂ(_z)ﬂ;

2. Vakuum: Y(Q,z) =idy , Y(a,2)Q|,_,=4;
3. Lokalitit: (z — w)NY(a,2)Y (b, w) = (—1)P@PO)(z — w)NY (b, w)Y (a,z) fir N > 0.
Bemerkung;: 1. Der Kommutator im Translations-Axiom ist [T, Y] = TY — YT, damit gilt:
T = —nagy
Beweis: [T,Y(a,z)] =Y, {T,A(n)} "l = Y (n+ 1)a(n)z_”_1
= —Xna(n,l)z‘”_l — [T,a(n)} = —na,_q).

2. Das erste Vakuum-Axiom besagt: () =94, 1, also TQ =0
Das zweite Vakuum-Axiom besagt: a(n)Q =0 firn >0, a(_l)Q =q

11
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3.

Mit Hilfe der obigen Bemerkungen und der Axiome fiir Vertex-Superalgebren folgt:
™ (11) = [T”,a(n)} Q= n!a(_n_l)ﬂ

somit

Dies ist dquivalent zu

Y(a,2)Q = T (a).

. In physikalischen Anwendungen ist V ein dichter Untervektorraum eines Hilbertraums

(,,Zustandsraum®).

Die Vertexoperatoren Y(a, z) sind ,,Quantenfelder”, operatorwertige Distributionen auf
der ,Raumzeit” C\{0}. Betrachte hierfiir 1+1-dimensionale Feldtheorien, genauer den
Raum X = R x (R/27tZ) (die Raumrichtung wurde , kompaktifiziert “). Dies identifi-
ziert man mit C\ {0} mittels

w — exp(2nw) = exp(2mt(t+ix)) =: z

Esgiltdann t=—-c0 £ z=0 wund t=400 = z=00

Jedem Quantenfeld entspricht also ein ,,Anfangszustand” (Zustand bei t = —0).
Dies spiegelt gerade den in der Motivation erwdahnten Punkt der Erzeugung wieder.
Das Feld Y (a, z) wirkt auf das Vakuum und ,erzeugt “ einen Anfangszustand.

Die Translations-Kovarianz ist im Vertexoperator Y (a,z) kodiert und aus der Lokalitat
der Vertexalgebra ergibt sich direkt die Lokalitdt der Feldtheorie.

Satz 3.3 (Rekonstruktionssatz).
Sei V ein Vektorraum, Q) € V, T € End(V), S abzihlbare geordnete Menge und (a°),.¢ eine
Familie von Vektoren aus V zusammen mit Feldern

F@,2) = ¥ ajyz "t € Bnd(V)[[24]

nez

so dass gilt:

1.

2.

F(a®,z)Q € V][z]] und F(a%,z)|,_,=a’furalles € S
TQ =0und [T,F(a° z)] = 0.F(a°, 2)
Alle Felder F(a®,z) sind paarweise lokal

Die Vektoren aal) - -a?’; k)Q mit k € Ny, s/ € S, nj < 0 erzeugen den Vektorraum V
linear.

12
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Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Vertexalgebrenstruktur auf V, so dass
Y(a®,z) = F(a®,z) VseS.
Die Zustands-Feld-Korrespondez ist gegeben durch:

Y@ ---a* Q,z) =D "M F(a%,z) - DT IE(a%, 2);:
(m1) ()

wobei : A1(z) - Ag(z): = 1 A1(z) (: Aa(z) - - Ax(z): ): und D? = Lor.

Beweis: Ein Beweis findet sich z.B. in [SCHO] auf Seite 188.
Beispiel:
Mit Hilfe des obigen Satzes wollen wir nun die Vertexalgebra eines freien Bosons konstruie-
ren. Kehren wir dafiir nochmal zum bosonischen Fockraums B = C [t_1,t_,...] zurlick. Im
vorletzten Vortrag haben wir bereits gesehen, dass
a(z) =Y ayz "' € End(B)[[z]]
nez

das Feld eines freien Bosonen ist.
Die Wirkung von a, auf B haben wir in dem Beispiel {iber die Heisenberg Liealgebra gese-
hen. Mit dem Vakuumvektor () = 1 folgt a,Q0 =0 fiir n € Z,n > 0.
Somit gilt:

b(z)Q =Y (2,Q)z7" ' =Y (a41Q) 2

n<0 k>0

Also b(2)Q)|,_y =a_1Q.
Wir haben bereits gesehen, dass a(z) lokal zu sich selbst ist und die a, erzeugen den Fock-
raum B. Definiere F(a_1,z) := b(z).
Nun benétigen wir noch einen Translationsoperator T, fiir diesen muss gelten:

T,a,] = —na,—q, TQ=0
Rekursiv kommt man auf den eindeutigen Operator:

T = 2 a_m—1am

m>0
Der Rekonstruktionssatz garantiert nun, dass

Y(a_1,z) :=a(z) und Y(ay, - -~ a, Q,z) =DM 1a(z) .- D" a(z):
eine Vertexalgebrenstruktur auf End () definiert.

Bemerkung: Durch ein dhnliches Vorgehen fiir die freien fermionischen Felder, die gegeben

sind durch
1

b(Z) = Z b(,,l)Zfifi
ne %JrZ
findet man auch hier eine entsprechende Vertexalgebrenstruktur.
Im Rahmen von konformen Vertexalgebren ldsst sich auch direkt der Energie-Impuls-Tensor
in ein Vertexalgebra kodieren.

13
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