Einfiihrung in die konforme Feldtheorie

1. Symmetrien

Konforme (Quanten-)Feldtheorie ist ein sich seit 1984 (initiiert durch [I]) entwickeln-
des Gebiet der modernen Physik, das wichtige Impulse fiir verschiedene Bereiche der
Mathematik liefert. Im Gegensatz zu allen anderen Quantenfeldtheorien gibt es eine ma-
thematisch rigorose Formulierung als Vertex (Operator-)Algebren, und diese héngen eng
zusammen mit unendlich-dimensionalen Lie-Algebren (Kac-Moody-Algebren), endlichen
Gruppen (Monstergruppe) und modularen Formen (Charaktere von konformen Darstel-
lungen).

Eines der Grundprinzipien der Physik ist das der Symmetrie physikalischer Modelle
und Gesetze. Es ist z.B. naheliegend zu fordern, daf§ in jedem Punkt des Universums und
fiir jede Orientierung des Tangentialraums die gleichen Naturgesetze gelten, d.h. die Na-
turgesetze sind invariant unter Translation der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit und Rotation
im Tangentialraum. Symmetrien bilden eine Gruppe und haben nichttriviale Konsequen-
zen. Nimmt man als Mannigfaltigkeit den Minkowski-Raum (R* mit indefiniter Metrik),
dann liefert die Rotationsinvarianz die der Intuition widersprechenden Konsequenzen der
speziellen Relativitétstheorie.

Etwas qualitativ neues entsteht, wenn neben Translations- und Rotationsinvarianz
auch Invarianz unter Skalentransformationen gefordert wird. Damit ist gemeint, daf ein
System, in dem alle Langen um einen Faktor ¢ > 0 skaliert werden, sich identisch zum
urspriinglichen System verhélt. Es zeigt sich, dal nahezu alle skaleninvarianten Modelle
sogar invariant unter einer grofleren Symmetriegruppe sind: der Gruppe der konformen
Transformationen, d.h. der winkelerhaltenden Transformationen. Zu Rotation, Trans-
lation, Dilatation kommt als spezielle konforme Transformation die Inversion an einer
Sphére hinzu. In 2 Dimensionen lassen sich alle diese Transformationen zur Mobius-
Transformation zusammenfassen, die besondere Eigenschaften hat.

Die wenigsten physikalischen Modelle sind skaleninvariant. Z.B. hat ein Atom oder ein
biologisches System immer eine charakteristische Lénge: ein Wasserstoffatom mit 1mm
Durchmesser oder einen 10m langen Menschen kann es nicht geben. Dennoch gibt es Bei-
spiele fiir Skaleninvarianz. Eine wichtige Klasse sind Phasentiberginge 2. Ordnung: Die
Siedetemperatur (z.B. von Wasser) ist druckabéngig. Es gibt einen kritischen Druck, bei
dem am Siedepunkt der Unterschied zwischen fliissig und gasformig verschwindet: Ein
solches kritisches (unendlich ausgedehntes) System besitzt Dampfblasen jeder Grofle, und
in jeder Dampfblase Fliissigkeitstropfen jeder (kleineren) Ausdehnung. Ein weiteres Bei-
spiel stellen Ferromagneten an ihrer kritischen Temperatur 7. dar. Unterhalb 7. zeigen
alle Spins in die gleiche Richtung; oberhalb T, sind die Spins ungeordnet, und exakt bei
T = T. gibt es geordnete Bereiche jeder Grofie und Richtung. Beide Félle sind Beispiele der
statistischen Physik, was im wesentlichen das gleiche ist wie Quantenfeldtheorie. Es han-
delt sich also um Systeme mit unendlich-vielen Freiheitsgraden, welche charakteristische
statistische bzw. Quanten-Fluktuationen zeigen. Nach dem Noether-Theorem sind Sym-



metrien immer mit Erhaltungssédtzen verbunden. Belavin, Polyakov und Zamolodchikov
konnten 1984 zeigen [1], dal die konforme Symmetrie am kritischen Punkt auf unend-
lich viele Erhaltungssétze fiihrt, welche das System der statistischen Physik vollstindig
bestimmen.

Die typische Langenskala eines Systems heifit charakteristische Lénge, das Inverse der
charakteristischen Lénge wird mit der Masse identifiziert. Entspechend sind masselose
Modelle Kandidaten fiir konforme Invarianz. Ist die zu untersuchende Energieskala sehr
viel grofler als alle Massen im System, d.h. die Massen in guter Ndherung identisch Null,
so kann konforme Invarianz vorliegen. In realistischen Quantenfeldtheorien wie z.B. der
QCD ist das Skalenverhalten bei hohen Energien komplizierter; man beschreibt es durch
die Renormierungsgruppe. Es gibt jedoch ein ganz wichtiges Modell der Hochenergiephy-
sik, in dem die konforme Symmetrie eine fundamentale Rolle spielt: die String-Theorie.
Hier nimmt man an, dafl Elementarteilchen nicht punktférmig sind, sondern durch eine
eindimensionale (offene oder geschlossene) Saite zu beschreiben sind. Ihre zeitliche Bewe-
gung iiberstreicht dann eine zweidimensionale Fliche, genannt Weltfliche. Die Forderung
der konformen Invarianz der String-Theorie (bei Interpretation als Quantenfeldtheorie
auf dieser Weltfléche) liefert dann entscheidende Strukturaussagen fiir die String-Theorie,
und sogar fiir die Mathematik.

2. Konforme Abbildungen

Mittelfristiges Ziel ist die Beschreibung konform-invarianter Quantenfeldtheorien. Dazu
sind zunéchst die konforme Grupppe zu definieren und ihre Eigenschaften zu studieren.
Das geschieht in den Vortragen 2-6 und bendtigt im wesentlichen nur elementare Mathe-
matik. Vorgreifend sei ohne Erlduterung der Objekte definiert:

Definition 1 Seien (M, g) und (M'qg") pseudo-Riemannsche d-dimensionale Mannigfal-
tigkeiten und U C M,V C M’ offen. Fine glatte Abbildung ¢ : U — V' heifst konform,
falls es eine glatte Funktion Q : U — R, gibt mit ¢*g' = Q3g.

In den ersten Vortrdgen werden die konformen Transformationen klassifiziert. Wahrend
es in > 3 Dimensionen und im Euklidischen Raum R? nur die oben erwihnten Erwei-
terungen der Euklidischen Bewegungen gibt, ist die physikalisch wichtige Situation des
2-dimensionalen Minkowski-Raums R 3 (¢, r) sehr viel reichhaltiger. Hier ist der metri-
sche Tensor

g=dtdt —dr®@dr=d(t + ) R,d(t — z) ,

so daf} jeder Diffeomorphismus t+2 = u — «'(u) und t —z = v — v'(v) konform ist. Dabei
heiflen u, v Lichtkegelkoordinaten. Die konforme Gruppe von RY! ist deshalb Diff(R) x
Diff(R). Translation, Rotation, Dilatation und spezielle konforme Transformation bilden
eine Untergruppe, die Mobius-Gruppe der gebrochen-rationalen Transformationen v —

av . a b
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formen Transformationen mit Diff (S') x Diff (S*) identifizieren. Man zeigt dann, da$ infi-
nitesimale Diffeomorphismen, die also die Lie-Algebra von Diff(S!) bilden, gegeben sind
durch den Vektorraum Vect(S!) aller glatten Vektorfelder auf S*. Jedes solche Vektorfeld

X besitzt eine Fourier-Entwicklung

Nach Kompaktifizierung 24 = (Cayley-Transformation) lassen sich die kon-

g d
X=> X.L,, Ly:= —ie_”w% =27
z

nel

Die Lie-Algebra C{L,, : n € Z} heifit Witt-Algebra; dabei gilt [L,,, L,] = (m — n) L.

3. Quantenfelder

Wir folgen hier [2].

Als erste erfolgreiche Quantenfeldtheorie (QED) wurde um 1947/48 die Quantenelek-
troodynamik von Bethe, Dyson, Feynman, Schwinger und Tomonaga ausgearbeitet. Et-
was spéter hat Wightman ein Axiomensytem fiir Quantenfelder vorgeschlagen, welches
die grundlegenden physikalischen Strukturen implementiert. Die Axiome garantieren:

e Lokalitdt (raumartig getrennte Quantenfelder sind kausal unabhéngig)
e Kovarianz unter der Wirkung der Poincaré-Gruppe (Translation+Rotation)
e Stabilitdt (es gibt einen Energie-Grundzustand, das Vakuum)

e Unitaritét (es existiert eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation)

Diese Forderungen erscheinen unverzichtbar, dennoch gibt es kein nichttriviales Bespiel
einer QFT in 4 Dimensionen. Es gibt zwei dquivalente Realisierungen der Axiome:

1. eines fiir die Felder selbst als operatorwertige Distributionen f — ¢(f) = [ daf(x)¢(x),
wobei f eine Testfunktion ist und ¢(f) ein unbeschrinkter Operator im Hilbert-
Raum ist,

2. eines fiir die Gesamtheit der Vakuumerwartungswerte (= Korrelationsfunktionen)
(Q,01(f1) -+ Pu(fn)S2) = /d$1 ceeday fi(z) - fn(l‘n)W(n)(fL‘la cey ) -

Dabei ist (1.=2.) klar, falls der Vakuuumzustand €2 festgelegt ist; die Umkehrung (2.=1.)
ist das Wightmansche Rekonstruktionstheorem. Im Sinne des Lebesgue-Integrals mufl
W® (zy,... x,) fiir zusammenfallende Orte z; = x; nicht erklirt werden!

In konformen Feltheorien ist nur das Axiom der Poincaré-Kovarianz auf konforme
Kovarianz zu verallgemeinern. Man nimmt fiir die Felder ¢; die Existenz von Skalendi-
mensionen h; > 0 an, so daf

h

W) = (e (2) ) F (g (B2) )P e
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wenn 29 die Wirkung eines Elements g der konformen Gruppe auf x ist. Das freie Boson
und das freie Fermion erfiillen in 3+1 Dimensionen die iiblichen Wightman-Axiome; im
masselosen Fall auch die konformen Wightman-Axiome. Wir sehen uns das im 7. und
8. Vortrag an. Fiir das freie Boson lafit sich in 141 Dimensionen die 2-Punktfunktion
W) (21, 25) nicht definieren, deshalb sollen die wesentlichen Ideen fiir das freie Fermion
skizziert werden. In 1 + 1 Dimensionen zerfillt das freie Fermion in 2 chirale Anteile
Ur, Yr, welche die Modenentwicklung

Yr(v) = /0°° dw (b(w)e ™™ + dT(w)eiW”) 7 vV=1—1
orl) = [T doese ) um

besitzen. Dabei wird mit T die Bildung des adjungierten Operators bezeichnet. Es gelten
folgende Antikommutatorrelationen: {b(w),b'(w')} = {d(w),d!(w')} = ﬁé(w —w'). Alle
anderen Antikommutatoren verschwinden. Das Vakuum erfiillt b(w)Q = 0 = d(w)$2. Man

findet die 2-Punktfunktionen

1
Wy (2,y) = Wy (2,9) =0, Wy (2,y) = Wysp(2,y) = ﬁﬁ(l’ - )
mit - .
Al(x —y) = lim dw e @@=y —ew _ Jiy -
(z=y) O Jo N0 (x —y) — i€

im Sinne von Distributionen. Da es sich um freie Teilchen handelt, faktorisieren die
hoheren Korrelationsfunktionen, z.B. Wiy y= (21, . .., 24) = ﬁ(A(m —24)A(zy—13) —
A(ZL‘l — l‘g)A(l‘Q — ZL‘4))

Aus den Fermionen v werden folgende bosonische Feldoperatoren konstruiert:

Ta(v) = £+ 05 Ton: (). Ty(u) = £ 0 T (u).

Dabei ist '@ b := a(0b) — (Da)b, und : : bezeichnet die Normalordnung, d.h. alle Erzeuger
bl, d" werden (ohne Beriicksichtigung der Antikommutatorrelation) nach links von allen
Vernichtern b, d antikommutiert. Genauer sind T = (7% + T%) und T, = (T —
T%) die unabhiingigen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors T+, der symmetrisch
" =T"", spurfrei T} = 0 und erhalten 9,7"" = ist. Die Ladung zum Energie-Impuls-
Tensor P¥ := [,__ . dZ T%(t,%) ist der (t-unabhingige) Generator der Translation, d.h.
[P, ¢] = —i¢’. In 1 + 1 Dimensionen gilt ganz allgemein:

Theorem 2 (Liischer-Mack, 1976) FEs sei T"" ein symmetrisches erhaltenes Tensor-
feld in einer skaleninvarianten Theorie in 1+ 1 Dimensionen, so daf8 P* = [ dx T die
Translationen erzeugt. Dann gilt

1. Die Skalendimension ist h = 2.



2. T st spurfres.

3. TO + T = 2Tx(t — x) bzw. T — T = 2T (t + ) sind chirale Felder der Skalen-
dimension hg = 2 bzw. hy = 2.

4. [Tg,T1] =0, und fir T = Tg oder T =Ty, gilt

(T(@), ()] = i(T' ()6 —y) + 20 @) (@~ y) = 55"~ )

mit einer Konstanten ¢ > 0.

Fiir ein reelles freie Fermion (z.B. §(¢g + ¢};)) rechnet man ¢ = £ nach.

4. Die Virasoro-Algebra

Im folgenden beschranken wir uns auf einen Sektor R oder L und nehmen z,y als eine der
Lichtkegelkoordinaten, die durch die Cayley-Transformation zu z = % kompaktifiziert

wird. Ein chirales Feld ¢(z) der Skalendimension h definiert dann ein Feld ¢(z) auf S*
durch ¢(z) = (j—;)hqggz(x)), dabei ist £ = (1321)2 = L(z + 1)%. Ein solches besitzt eine
Fourier-Entwicklung ¢(z) = Y, ., ¢,z """ Entsprechend besitzt der chirale Energie-

Impuls-Tensor die Fourier-Entwicklung —277(z) = S Lz " mit Umkehrung

nez

1
L, = 5/dx (1 —dz)" (1 +iz)"""T(z) .
R
Integration der Liischer-Mack-Vertauschungsrelation mit diesen Gewichtsfunktionen fiihrt
dann auf

C
[Lm7 Ln] = (m — n)Lm+n -+ Em(mQ — 1)5m+n,0 .

Fiir ¢ = 0 ist das die Witt-Algebra. Fiir ¢ > 0 entsteht eine zentrale Erweiterung der Witt-
Algebra, die Virasoro-Algebra. Wir fithren sie im 6. Vortrag abstrakt (ohne Bezug zum
Energie-Impuls-Tensor) ein. Durch ¢ > 0 wird die Diff(S')-Symmetie gebrochen; nur die
Mobius-Symmetrie SL(2,R), die von der Lie-Unteralgebra C{L_1, Lo, L1} erzeugt wird,
bleibt erhalten.

Darstellungen der Virasoro-Algebra liefern somit Kandidaten fiir konforme Feldtheo-
rien, die einen Energie-Impuls-Tensor beinhalten. Fiir diese Kandidaten sind dann noch
Spektrumsbedingungen zu fordern, z.B. mufl L, ein positiver Operator sein. Im einfach-
sten Fall werden diese Darstellungen von einem hochsten Gewicht |h) erzeugt, fiir das
gilt

Lo|h) = h|h) , L,lh) =0 firallen>0.

Damit wird

Vi, = span{L,m-~-L,nr|h> : reN, n>ny>--->mn, > O}



ein Darstellungsraum der Virasoro-Algebra mit Grundzustand |h), der als Verma-Modul
bezeichnet wird. Zu fordern ist aber, daf alle Vektoren aus V}, eine Norm > 0 haben (der
Nullraum wird wie iiblich herausfaktorisiert). Unter Verwendung von (L_,)* = L, und
der Kommutatorrelation der Virasoro-Algebra zerfallt V}, beziiglich des Skalarprodukts in
Vh = @ k th mit

%4 ::span{L,m~-~L,nr|h> : n>ng>-->n. >0, anzl{;}
i=1

Sei M ,’;C die aus den Skalarprodukten der Basis-Vektoren von V}* gebildete Matrix. Diese
muf positiv (semi-)definit sein, damit Vektoren aus V}, eine Norm > 0 haben. Insbesondere
ist det My, > 0 notwendig. Diese Determinante wurde von Kac berechnet und 18t (nach
weiterer Diskussion der Unterdeterminanten) fiir 0 < ¢ < 1 nur die folgenden abzidhlbar
vielen Losungen (m,q,p € N) zu:

6

c=1— ————, meN, m>2
m(m + 1)

((m+1)p—mg)® -1

b= fopy(c) = dm(m + 1)

) I<p<m-1,1<g¢g<m.

Diese Losungen heilen minimale Modelle; wir betrachten sie im 10. und 11. Vortrag. Der
Fall m = 3 ist das Ising-Modell (13. Vortrag). Fiir ¢ > 1 gibt es (bis auf Nullrdume) keine
Einschréankung.

5. Die Operatorproduktentwicklung (OPE)

Aus einem gegebenem Satz von Feldoperatoren lassen sich durch lokale Produkte neue
Feldoperatoren definieren. Ein Beipiel ist die Konstruktion T = % :1/1}3?@[)3 : (v) des
Energie-Impuls-Tensors aus dem Fermion-Feld 1. Dabei sind die Ableitungen und das
Produkt am gleichen Punkt v zu bilden.

Bei der OPE handelt es sich um eine Laurent-Entwicklung eines nichtlokalen Operator-

Produkts:
() ®;(y) ~ Y CH(A(w — )" (') (y)
k
Diese nur von Potenzen der Zweipunktfunktion A(x—y) = J:—;i—ie abhéngige Struktur wird
durch die konformen Transformationen erzwungen. Dabei ist das Produkt im schwachen

Sinn zu verstehen, d.h. als Auswertung in Vakuum-Erwartungswerten

WCI>1<I>2...<x7 Y,... ) ~ Z C£I<A(x - y))h1+h27hkilW3l¢k---<y7 e ) .
k

Die Entwicklung ist als asymptotische Reihe aufzufassen. Die Skalendimensionen h; der
zugelassenen Felder legen die singuldrsten Beitriage fest; jede Ableitung des Feldoperators



verbessert die Regularitdt. Entsprechend versteht sich ~ als asymptotische Entwicklung
modulo regulérer Terme.

Von besonderer Bedeutung ist die OPE im Fall ®; = T (Energie-Impuls-Tensor, mit
h = 2). Hier werden Feldoperatoren als “primér” bezeichnet, wenn die singulérsten Terme
gegeben sind durch

T'(z)®(y) ~ m‘b(y) + ﬁ@@)(y) e

Uber die OPE lassen sich die Korrelationsfunktionen schrittweise abbauen und schlieBlich
allein durch Zweipunktfunktionen A(z —y) ausdriicken. In vielen Fillen sind die Vorfak-
toren ijl durch weitere Identitdten (z.B. Ward-Identitdten) eingeschrénkt; in besonders
giinstigen Situationen sind die Korrelationsfunktionen sogar vollstindig bestimmt.

Die OPE wird mathematisch als Vertex-Algebra realisiert. Dabei wird im wesentlichen
die Menge der Feldoperatoren klar festgelegt. Eine Vertex-Algebra ist ein Vektorraum V'
mit Identitdt 1, einem Endomorphismus 7" : V' — V (entspricht der Ableitung) sowie
einer linearen Abbildung (der OPE) Y : V®V — V((2)) des Tensporprodukts (entspicht
Feldoperatoren an verschiedenen Punkten) in die formalen Laurent-Reihen mit Werten in
V', zusammen mit gewissen Kompatibilitdtsbedingungen.
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