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Aufgabe 1. (a) Sei a ∈]0, 1[∪]1,∞[. Zeige, dass die Abbildung f : R →]0,∞[,
x 7→ ax, eine Umkehrabbildung loga := f−1 : ]0,∞[→ R besitzt, und dass
loga y = ln y

ln a
für alle y ∈]0,∞[.

(b) Gib eine Reihenentwicklung der Funktion x 7→ ln 1+x
1−x

für x ∈]− 1, 1[ an.

(c) Zeige unter Verwendung von (b):

ln 2 =

∞
∑

n=0

2

3(2n+ 1)9n
,

ln 3 =

∞
∑

n=0

(

2

3(2n+ 1)9n
+

2

5(2n+ 1)25n

)

,

ln 5 =

∞
∑

n=0

(

4

3(2n+ 1)9n
+

2

9(2n+ 1)81n

)

.

Aufgabe 2. Wir definieren zwei Folgen von Polynomen (Tn)n und (Un)n rekursiv
durch

Tn+1(y) = 2yTn(y)− Tn−1(y), T0(y) = 1, T1(y) = y,

Un+1(y) = 2yUn(y)− Un−1(y), U0(y) = 1, U1(y) = 2y.

für alle y ∈ R. Zeige, dass dann für alle n ∈ N, x ∈ R gilt:

cos(nx) = Tn(cosx), sin(nx) = sin x · Un−1(cosx).

Aufgabe 3. Zeige, dass für alle φ ∈ R \ 2πZ und n ∈ N gilt:

n
∑

k=0

cos(kφ) =
sin

(

(n+ 1)φ
2

)

sin φ

2

cos
(

nφ

2

)

,

n
∑

k=0

sin(kφ) =
sin

(

(n + 1)φ
2

)

sin φ

2

sin
(

nφ

2

)

.

Aufgabe 4. Zeige:

(a) arsinhx = ln
(

x+
√
1 + x2

)

für alle x ∈ R;

(b) artanh z = 1

2
ln 1+z

1−z
für alle z ∈]− 1, 1[;

(c) tan(α + β) = tanα+tan β

1−tanα tan β
für alle α, β ∈ R;

(d) arctan x+ arctan y = arctan
(

x+y

1−xy

)

für alle x, y ∈ R.
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