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1 Einleitende Definitionen und Eigenschaften

Dieses Kapitel bezieht sich hauptséchlich auf [3] und [5].

1.1 Definition (Bessel-Funktionen)

Bessel-Funktionen sind die Losungen der Besselschen Differentialgleichung

1
22y +ay + (2 - pHy =0 fiirpE]R,p>—§.

Dabei ist die Bessel-Funktion erster Gattung, p-ter Ordnung durch
(—32%)"

Jy(z) = (%w)pg 7l F(p: k+1)

definiert.

1.2 Eigenschaften der Bessel-Funktionen

Wichtige Eigenschaften der Bessel-Funktionen sind folgende Rekursionsbeziehun-
gen. Wir werden diese fiir den Nachweis einiger Eigenschaften der Hankel-Transformation
bendtigen.

To(w) = o (pa () + Jpra(2) (1.1)

Ty(w) = 3 (Jpa(a) = Jpua(a) (1.2

Ty@) = Ty () = £ (a) (1.3)

Ty(@) = =pa ) + = J,(a) (14)

T@) = =) = By () + () + () (15
Asymptotisches Verhalten:

Es gilt
Jp(z) = \/gcos(x - % - %) fir  — oo . (1.6)



2 Die Hankel-Transformation

Dieses und das folgende Kapitel , Eigenschaften der Hankel-Transformation“ be-
ziehen sich auf die Darlegungen aus [1], [3], und [4].

2.1 Definition (Hankel-Transformation)

Sei f(r) eine Funktion mit » > 0 . Dann ist die Hankel-Transformation 7%, der
Ordnung v von [ gegeben durch

F,(s)=2{f(r)} = /Tf(T)JV(ST)dT . (2.1)
Fir v > —% gilt die Umkehrformel
f(r) = A F(5)} = / SF,(5)J,(s7)ds (2.2)

0

2.2 Beispiel

0 r>a

Sei f(r) =r"h(a —r), wobei a > 0 und h(r — a) = {
1 r<a

dann ist die Hankel-Transformation von f gegeben durch

A" h(a—1)} = /r”“h(a —r)J,(sr)dr

0
a

= /r”HJ,,(sr)dr.

0

Substituiere nun x = sr < r = %. Daraus folgt fl—f =s&dr = df und damit

Atrna-n) = [ () @

S

as

1
=5 /x”+1Jl,(x)dx .
0




Mit
b (1.3) b b
/ ' J, 1 (t)dt = / t J () dt + / v, (t)dt

b
2L T, (¢)

a

b b
—/ z/t”_ljl,(t)dt—l—/ ", (t)dt

wobei 0 < a < b, folgt

(as)lj-‘rl al/-‘rl

A {r"h(a—r)} = W‘Jl/+l(a’s> =




3 Eigenschaften der Hankel-Tranformation

3.1 Hankel-Transformation der Ableitung
Sei F,(s) = {f(x)} mit hir(l) f(z) endlich und li_r)n Vaf(x) =0, dann gilt

v+1 v—1
F,_ —
2v 1(s) 2v

Go(s) = A F (@)} = —s [

Bewesis. Es gilt

() s - 7 F(@) [, (5 da

=0

= _/f(a:)% [ZBJ,,(S.Q?)}dQE.

Mit
d !/
ar [fju(sx)} = Jy(sx) + sxJ),(sx)
w s s L
(1_2) 2 I/—l(s.flj) + 5 y.t,_l(S.fE) + sz <2JV_1<S.Z‘) 2JV+1(533))
ST

== [(y +1)J,_1(s2) — (v — 1)Ju+1(81’)}

folgt

Guls) = = [ o) = Y Rl




3.2 Hankel-Transformation des Bessel-Operators

Sei f(r) zweimal differenzierbar und es gelte lim /zf(z) = 0 und
T—r 00

lim /zf'(z) =0

T—00

Dann gilt
AN f(r)} = =5 A {f(r)} (3.1)
mit
TS
Beweis.
A8 [ 0| r0) 4 L5 10) = S0 s

77~ (dﬂf ) Jy(sr)dr + 77~ (%%f(r)) J,(sr)dr
- 77‘ (’;—im) J,(sr)dr

Indem man diese Summanden partiell integriert, erhilt man

o0 [e.e]

HABS W) = (@) o] =10 (blor) o))

~~ g

(4) (B)

0

2

+7f(7’) <2 ;;J (sr)dr—l—rddQJ (sr))

(sr |0 /f (s1) dr—/:—le,(sr)rf(r)dr

0

Hier heben sich (C) und ein Teil von (B) gegenseitig auf. Mit der Bedingung an f
und dem asymptotischen Verhalten der Bessel-Funktion (1.6) fallen (A) und der
restliche Teil von (B) weg. Somit erhalten wir



A S0} = | in(sr)dr+l§J(sr) v

7“2

ten)| 1t

= / :SQJH(ST) + fJ’(sr) — i—ij(sr)} rf(r)dr

/ [ J!(sr) — —J’(sr) + WJV(ST)] rf(r)dr
0
Substituiere nun x = sr < r = %. Daraus folgt ¢ d — g o dr = & und damit
AN F(r) 32/ — Iz ——J’()+ 2J() f()dx
s"\s/ s
0

Verwendet man hier (1.4) und (1.5), erhélt man

, 1 V2 1 v V2 1
—J,/(x) = EJL(I) + pJu(x) = Ju(z) - = () + ﬁJu(I) - FJ,,(x) + ;Ju+1($)
2
14 1%
- EJV(I) + ?Jy(.f)
= J,(z)

und mit der Riicksubstitution

o

D ()} = —s? / T (s f(r)dr = —2 A (1)} -

0

3.3 Ahnlichkeit
Es gilt

A f(ar)} = %Fy <2> fira #0 .



Beweis.

00
2.1

4 f(ar)} @b /T’f(CLT)J,/(ST)dT

0

Substituiere nun x = ar < r = £. Daraus folgt Z—f =a=dr= %x und damit

o)
TS

Adrtany = [ 2@, ()

a a



4 Anwendungen

4.1 Ungeladene Kreisscheibe im homogenen Feld

Aus den statischen, d.h. zeitunabhéngigen Mazwell-Gleichungen folgt in der Coulomb-
und Lorentz-Eichung, dass das Skalarpotential v(7) der Statischen Poisson-Gleichung
Av ~ p(7) geniigt. Hierbei gibt 7 € R3 den zeitunabhingigen Ortsvektor an.

Fiir eine elektrisch ungeladene, d.h. p(7) = 0, aber leitende Kreisscheibe im Va-
kuum in der Ebene z = 0 mit Radius R = 1 reduziert sich dies auf die statische
Laplace-Gleichung mit Av = 0 [6].

Weiterhin betrachten wir nur den Halbraum z > 0. Es ist zweckmé&fig aufgrund
der vorliegenden Geometrie, Zylinderkoordinaten einzufiihren, so dass sich der
Laplace-Operator in der Form

10 [ Ov 1 0% O
AU: ;E <TE) +7728—()02+@ (41)

schreiben lisst, wobei v ein beliebiges skalares Feld ist [2].

Fiir ein radialsymmetrisches Problem, d.h. g%g =0, wird (4.1) zu

v 1 @ 0%v

:ﬁ ror | 022

Vv =0. (4.2)
Das clektrische Feld E(7) = —Vu(7) besitzt auBerhalb der Kreisscheibe, d.h. fiir
r > R =1 in der Ebene z = 0 keine z-Komponente, also E - €, = 0. Die Randbe-
dingungen

v(r,0) = vy, 0<r<l1 (4.3)
ov
S0 =0, r>1 (4.4)

fassen diese Problemstellung mathematisch zusammen, wobei v € R.

Sei
V(s,z) = 7{v(r,2)} .
Wendet man die Hankel-Transformation auf die Laplace-Gleichung an und benutzt
die Hankel-Transformation des Bessel-Operators (3.1) erhédlt man
2y

IV} = —s*V (s, 2) + 9

(s,z)=0.

10



Eine Losung dieser Differentialgleichung ist
V(s,z) = A(s)e™** + B(s)e** ,

wobei die Funktionen A(s) und B(s) mithilfe der Randbedingungen von v be-
stimmt werden miissen. Fiir z — 400 soll V (s, z) konvergieren, also setzen wir
B(s) =0.

Wendet man jetzt die Umkehrformel an, erhélt man

o0

v(r,z) = /sA(s)e_szJo(sr)ds (4.5)

0
oo

é?(r, 2) = —/52A(5)632J0(sr)d5 :
z

0

Fiir die Randbedingungen von v gilt somit

v(r,0) = /00 sA(s)Jo(rs)ds = vy, 0<r<1 (4.6)
%(r, 0) = —/SQA(S)J()(ST’)CZS =0, r>1. (4.7)

0

Wir benutzen die Eintriage (2) und (3) aus Tabelle 5.1 und erhalten

[ sin(s) .

5= /5 = Jo(sr)ds firs <1 (4.8)
0
r sin(s) .

0= [s . Jo(sr)ds  fir s > 1. (4.9)
0

Wir setzen A(s) = Ay - S”;# mit Ay € R in (4.6) und (4.7) ein und erhalten somit

v = Ay / Sm(S)Jo(sr)ds fir s <1 (4.10)
s
0
0= AO/Sin(S)JO(sr)ds fir s > 1. (4.11)
0
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Wenn wir (4.8) in (4.10) einsetzen, sehen wir, dass

2
Ay T a0
2 T
und somit
20 sin(s)
A(s) = —
(5) = ——5

Setzen wir dies nun in (4.5) ein erhalten wir schliefilich die Losung der Laplace-
Gleichung

T

= UO/SIH(S " Jo(sr)ds .
0

4.2 Waiarmeleitung

Es werde einer Kreisscheibe in der Ebene 2z = 0 mit Radius ¢ € R Warme mit einer
konstanten Rate ) € R zugefiihrt. Dabei sei K € R die Leitfahigkeit und v(r, 2)
die Temperatur, welche wie in Kapitel 4.1 der Laplace-Gleichung (4.2) geniigt. Die
Randbedingungen sind hier

ov(r, z) Q, r<a, z2=0
— Oh(a —
0z = Qhla=r) = {0, r>a, z2=0

Wie in Kapitel 4.1 gilt auch hier

-K

V(s,z) = 74{v(r,2)}

und fiir die Hankel-Transformation der Laplace-Gleichung

2

0*V
IV} = =52V (s, 2) + W(S’Z) =0.
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Es gilt also

—K%—Z(S,O) = —K 0 %{v(r 2)}

:—K/ (r,0)Jo(sr)dr

= —K/r (—%hm - r)) Jo(sr)dr

=Q 7rh(a —r)Jo(sr)dr .

Wir benutzen Eintrag (1) aus Tabelle 5.1 und erhalten

—K%—‘Z/(S,O) - QaJl(:S) .
Mit
V(s,2) = Als)e™ = I (s,2) = —sA(s)e™
folgt
KsA(s) = Qa” 1(8“5) = A(s) = %aJ 12;“) .

Wir verwenden die Umkehrformel (2.2) und erhalten schliellich die Losung

v(r, z) = % /e_sle(as)Jo(sr)s_lds .
0
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5 Anhang

5.1 Tabelle fiir Hankel-Transformationen der Ordnung 0

Hier werden die in den Anwendungen bendtigten Hankel-Transformationen auf-
gefithrt (vgl. [3]).

f(r) | Fols) = A{f(r)}
(1) | h(a—r) ¢ Ji(as)
T
sin(r) Vi-s2’ s <1
(2) r 0, s>1
sin(r) 3 ssl
(3) r2 arcsfn(%), s>1
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