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1 Definition: Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation erlaubt es ein Zeitsignal einer aperiodischen Funktion f(x)
in ein Spektrum F'(w) zu zerlegen. Dabei gibt f(x) den Zeitbereich an und F(w) den
Frequenzbereich. Demnach kann angenommen werden, dass x = Zeit ist und w= Fre-

quenz. Die Fouriertransformation sieht wie folgt aus:

Definiton 1.1: Sei f € L'(R). Dann gilt fir alle 7, w € R :

Fr(w) e “rdx

1 00
= — x
s [m A
bezeichnet die Fourier-Transformation von f.

Ist f € LY(R™) mit n > 1 gilt :

Fye) = (=) [ sy e

Dabei stellt < x,w > das Skalarprodukt dar.

Die Fourier-Transformation ist also eine Abbildung der Form: f(z) — F(w, z).
Dabei stellt e~™* beziehungsweise e~*<%*> den Integrationskern der Fourier-Transformation
dar.

Bemerkung 1.2: Im Weiteren beschéftigen wir uns mit der Fourier-Transformation
im L'(R). Die Sitze gelten entsprechend im L'(R").

Folgerung 1.3: Sei f € LY(R) eine gerade Funktion und z € R=°, dann gilt:

cos \/7 / COS wx ) dx

bezeichnet die Kosinus-Transformation von f.

Folgerung 1.4: Sei f € L'(R) eine ungerade Funktion und x € RZ° dann gilt:

Fiin( \/7/ —sin(wx))dx

bezeichnet die Sinus-Transformation von f.



Beweis: (1.3/1.4) Klar, einfach aus Fy(w) herleiten.

2 Eigenschaften der Fourier-Transformation

Viele der gelernten Eigenschaften aus Linearer Algebra I & II und Analysis I & 1T fiir

Funktionen gelten auch fiir die Fourier-Transformation.

Satz 2.1: Seien f, g € L'(R) und a,b € C. Es gilt:
(i) F(w) ist linear:
Faping(w) = aF(w) + bFy(w)

(ii) F(w) ist beschrinkt:
| Fy(w) [<I[f [k

(iii) Fir die komplex konjugierte Fourier-Transformation gilt:

mit f(z) € R.

Beweis: (i) Klar, einfach ausrechnen.
()] Fy(w) =] 757 J25 f(x)e " dz |
S @) ] Ter | de

= A )] de
le~iwz|=1

< 2% [ fz) [ da

:|| flh U

V2m =0 A
= \/% fooo f(x)e—zw:cdx
= Fy(w) O

Satz 2.2: Fy(w) ist eine stetige und konvergente Funktion.

Beweis: Die Stetigkeit der Fourier-Transformation beweisen wir iiber Folgenstetigkeit.

Dazu definieren wir uns eine beliebige Folge w,, in R mit w,, — w € R fiir n — oo.

Dann gilt:

lzmnﬁooFf(wn) = llmn—wo\/%*ﬂ_ f(_)ooo f(x)eilw"xdl'



— 1 0 —iwz
= 7 oo f2)e ™ d
Satz der dominierten Konvergenz

=F f (w) |
Die Konvergenz folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 2.3: (Riemann-Lebesgue-Lemma)Sei f € L'(R). Es gilt:
limy—oo | Ff(w) |=0.
limy——oo | Fr(w) |=0.

Beweis: [Vgl. 5, S.96f]

Bemerkung 2.4: Ist f(z) € R fiir alle x € R eine gerade Funktion, so ist Fy(w)
ebenfalls eine gerade Funktion € R.
Ist f(z) € R fiir alle z € R eine ungerade Funktion, so ist F(w) ebenfalls ungerade

und rein imaginar.

Bewets: 'Wir beweisen den zweiten Teil, der erste Teil geht analog.
Fi(w) = 5= J25 fz)e ™ dx

= \/% 22 f(x)(cos(wz) — isin(wz))dx
Euler

= \/%(ffooo f(z)cos(wx)dr — i [Z, f(x)sin(wz)dr)
= \/_ﬁ 22, f(x)sin(wz)dx O

cos gerade

Definition und Satz 2.5: (n-te Moment)Sei f eine n-mal stetig differenzierbare
Funktion und fiir die k-ten Ableitungen gelte f® € LY(R) fiir alle k < n. Dann gilt:

Fin (w) = (1w)" Fr(w)

n stellt das n-te Moment dar.

Beweis per Induktion: Induktionsanfang bei n = 1:
Fray(w) = \/%7 2 fD(z)e ™ dx

= U@l ¢ I fa)e
partielle Integration
= iwF(w)

llmz—»«k/foof:()

Induktionsschluss: Die Induktionsvoraussetzung Fym (w) = (iw)" Fy(w) gilt fiir beliebi-
ges n € N.



Induktionsschritt: n —n 4 1:
Fionn (w) = 2= [%5, ) (z)e o da

= %[f(n)( x)ewrdr]>®  + mffo Fn)(@)e ™o da
[f(" D(z)emrdg]e  + Wl f FOD (2)em g
=~-<%§f P 0

W

Bemerkung 2.6: Die Formel vom n — ten Moment wird benotigt, um Differential-

gleichungen zu losen.

Satz 2.7: Sei [*° | z"f(x) | dx fiir alle n € N konvergent und f € L*(R). Dann ist
F¢(w) n-mal stetig differenzierbar und genigt folgender Gleichung:

dn
dw™

Fongay (W) = ——Fr(w).

Beweis der Formel per Induktion: Induktionsanfang fiir n=1:

wFr(w) = 7 125 fw)e ™ da
= mf v g f (@)e ] dx

= [ xf(x)e™*dx
= —iFy ) (W)
= L F(w) = Fope(w)
Induktionsschluss: Die Induktionsvoraussetzung Fyn () (w) = gj: Fy(w) gilt fur belie-
biges n € N.

Induktionsschritt: n — n+ 1 :
7;‘[:::1 Ff( ) - dcf::jjl \/g f f( ) _szdx
%) n+1 —iwx
= e S om0 e

m Jo (= ix) " f(x)e™ ™ d
—i"tl oo n —iwT
= [ f(z)e v da
n+1 n—+1
= dwngl Ff( )— Fxn+1f(x) [

Korollar 2.8: Seien f, g € L'(R) und a, b € R mit a # 0 und g(z)=f(azx+b) Dann gilt:

Beweis: Fy(w) = \/% 1% f(az + b)e “*dz
Substituiere z = ar + b <= v = ZT_I’ = % = a Daraus folgt nun:
o _iw(z=b) g4,
Fg(w) = \/%f_oo f(z)e a |da\b
- \/%m J2% [z Je T dz

zwb
\a|Ff< ) O




Folgerung 2.9: Sei im vorigen Korollar a=1, dann gilt:

Fy(w) = e’ Fr(w).

Sei b=0, dann gilt:

Diese Funktion wird auch als eine um a skalierte Funktion bezeichnet. Fir a>1 wird

von Stauchung gesprochen und fiir a<1 von Streckung.
Beweis: Klar, einfach ausrechnen.

Satz 2.10: (Berechnung F(w) fiir rationale Funktionen) Fir w > 0 sei Cr die
untere Hdlfte des Finheitskreises und fir w < 0 sei C, die obere Hdlfte des Finheits-
kreises jeweils von der Linge mR. Hat f(x) eine analytische Fortsetzung f(z) mit z € C,
Definitionsliicken bei z, € Cy und z € Cg, ist f absolut integrierbar auf ganz R und

gilt limp—0oma®ccp ey, | f(2) |= 0, dann gilt:

F(w) = —Z\/%Eb: Res|[f(2)e %, 2,

firw >0

F(w) =iV2r Y Res[f(z)e ™% 2,]
fur w < 0.

Beweis: Folgt aus dem Residuensatz.

3 Faltung

In der Mathematik gibt es viele Rechenoperationen, um aus zwei Funktionen eine
neue Funktion zu erstellen. In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit einer neuen
Rechenoperation - der sogenannten Faltung. Dieses Kapitel bezieht sich hauptséchlich

auf das Buch von Pinkus und Zafrany [5].

Definition 3.1: Seien f, g € L'(R). Es gilt fiir fast alle x € R :

o0

U*w@ﬁz/ flz —y)g(y)dy

—00



o0

(f*9)@) = [ Fwgle = y)dy.

—00

Die Forderung, dass f,g € L'(R) (und nicht in L*(R) sein miissen) reicht hier aus.
Schliellich wissen wir, dass (x,y) — f(z)g(y) iiber R? integrierbar ist. Wenden wir den
Transformationssatz ((z) — (z —y)) an, ist auch f(z — y)g(y) tiber R? integrierbar.
Nach Fubini existiert das y-Integral und die Faltung ist iber x integrierbar.

Hieraus folgen 3.2 und 3.3:

Folgerung 3.2: Die Rechenoperation der Faltung ist kommutativ, das heifit es gilt:

frxg=gx*f[.

Proposition 3.3: Sind f,g € L'(R), dann existiert f x g und ist absolut integrierbar.

Satz 3.4: (Faltungssatz)Seien f,g € L'(R), dann gilt:

Fleg(w) = \/%Ff(w)Fg(W)-

Beweis: Aus der vorigen Proposition folgt, dass f und g absolut integrierbar sind.

Frg(w) = 75= 2] * 9)()e " da
\i o= [ (IS (f(z = y)g(y)dy) e~ d
3.1
= v IS S5 fla = y)e Eg(y)evdady

Satz von Fubini
= 2% (i [25% fla = y)e ™V d)g(y)e“Vdy
Substituiere z = x —y <= x = 2z + y = dx = dz. Dann gilt:
Freg(w) = [Z5(gaz [ f(2)e™™2d2)g(y)e "V dy
= Fy(w) [Z g(y)e ™V dy
= Fy(w)V2rFy(w) O

4 inverse Fourier-Transformation/Plancherelformel

Die Fourier-Transformation kann rickgiangig gemacht werden, wodurch die urspriing-

liche Funktion f(x) wieder erhalten wird.

Satz 4.1: (Umkehrformel)Seien f, Fy € L'(R). Dann gilt fir fast alle x € R :

w)e™ dw.

f(w)=¢12—7T/_O:OF



Beweis: Fiir A > 0 definiere g\(z) = —= [*3, Fy(w)ere 2 dw. Aus 2.1 wissen wir,

dass Fy(w) beschrankt ist. Somit existiert dieses Integral fiir A > 0.
Es gilt:

0 0 —iw W _Qw)?
@) = 75 J2 (e S5 fy)e ™ dy)ere™ 2 dw
1.1
= S dw e [ dyf(y + e e
— Var oo wm 0 AYJ\Y xT)e (&
Transformationssatz*
XY =y +x

w 2
Nun wissen wir, dass (y,w) — f(y)e*%

iiber R? integrierbar ist. Nach Holder bleibt
dies auch nach der Verschiebung (y — y + =) und der Multiplikation mit der L°°-
Funktion e™¥(**).

Betrachte die Funktion h(z) = e’# und bestimme die Fourier-Transformation Fj,(w):

2 2 —a2 ;
1 oo =22 jur 1 % oo = (a—iy)2
= — 2 = ——€ 2 2 A2
Fuw) = 7= [25e dx w=e? [Te dx.
A2

— 5% ausklammern,quadr. Erganzung

Nun benutze die I-Funktion: I'(z) = [5° t* e 'dL.
2 iw
SchlieBlich gilt: [0 e T @38 4y

-2 o -2 o 1
_ fe'e) e Spy; _ oo 2y, _ oo _—t dt _ 00—t Mt __ /2 oo ;-1
= e tdu=2fe > du = 2[57e S = 2) e Gm =% o et edt
u:x—i—“é t:# u:\/f%

=TGR =3

Dann ist Fj,(w) = %e;Tw;.

Somit gilt mit x — w und w — y 1 (7o e’(A;)Q em WY = @6_%.

Setze %€_£ =:0x(y) (Dirac-Folge)

Wegen (**) diirfen wir Fubini anwenden und erst das w-Integral berechnen:

gr(x) = 7= [%. dy [y + x)0A(y).

Zum Einen muss nun noch gezeigt werden, dass gilt: limy_0gx(z) = f(z) in der L'-

1.

a2
Norm. Hierfiir verwende, dass gilt: \/21(7 20 eﬁdy

~——
GauB3sches Fehlerintegral
2

Dadurch ergibt sich: f(z) — ga(z) = \/% 1= (fla) — flz+ y))e;)\% dy.

wT _{

. w2 .
Zum Anderen muss bewiesen werden, dass Fy(w)eFe” "z fir A — 0 punktweise ge-
Qw)?

gen Fy(w)e™” konvergiert und | Fy(w)e™?e™ "2 | durch | Fy(w) | beschrankt ist. Mit

dem Satz der dominierten Konvergenz folgt dann: \/%7 [ Fr(w)e™®dw = limy—0gx(2).

Beides zusammen liefert dann die Behauptung.
[Vgl. 9, S. 118ff]

Satz 4.2: (doppelte Fouriertransformation)Seien f, Fy € L'(R). Dann gilt:

FFf(l") = —=f(—).



Beweis: FFf (w)(x) = \/% [ Ff(w)e—iwrdw
— e [ Ffw)e
= =f(-x) O

Satz 4.3: (Satz von Plancherel)Seien f,g € L*(R), dann gilt:

| t@e@de = [~ Fy)Fw)de.
Beweis: Wir wissen, da f & g € L*(R), dass f(z)g(z) € L'(R) ist nach Holder. Zudem
ist €™ integrierbar, sodass wir den Satz von Fubini anwenden diirfen.
125 F@)g@)de =, = [, (1%, Fy(w)e“du)g(@)ds
41

= 752 I 7% 5 Frw)g(@)e™?da dw
= 1 ) h T gla)e e )
=5 Fy(w) Fy(w)dw O

1.1

Satz 4.4: (Energieerhaltungsformel)Sei f € L*(R), dann gilt:

[T Par= [T ) 1 d.

—00 —

Die linke Seite stellt das Energiesignal in Abhéangigkeit von der Zeit dar. Die rechte

Seite reprasentiert die Energie abhéngig von der Frequenz.

Beweis: Die Formel folgt aus dem Satz von Plancherel mit f=g OJ

10
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