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Abgabe: Bis Dienstag, den 23.10.2010, 12 Uhr in den Briefkasten Blatt 2

Aufgabe 1. Seien c: R — R? v: R? = R? und f: R®* — R gegeben durch

c(t) = (t,tsint, tcost), v(z,y,2) = (2yz,x + 2,y), [(r,y,2) =2 +y° = 2%

Berechnen Sie die totalen Differentiale De, Dv, Df, D(voc), D(f ov).
Aufgabe 2. (a) Sei m € Rund f: R*” — R differenzierbar und homogen

vom Grad m in dem Sinne, dass f(tz) = t" f(z) fiir alle z € R™ und
t > 0. Zeigen Sie, dass dann (z, (grad f)(z)) = mf(x) fir alle x € R™.

(b) Sei y € R™ und g,h: R® — R gegeben durch g(x) = cos(y,z) und
h(z) = sin{y, x). Zeigen Sie, dass dann gilt:
(grad g)(z) = —h(z)y, (grad h)(z) = g(a) y,
(Au)(z) + [lyl*u(z) = 0 fiir u= g, h.

Aufgabe 3. Die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes v: U — R3
auf einer offenen Teilmenge U C R3 ist definiert als das Vektorfeld

rotv = (821)3 — 631}2, 631}1 — 611)3, 811)2 — 821)1) U — Rs.
(a) Berechnen Sie rotv fiir v: R? — R3, 2 — ("1™ sin(wqx3), 71 + 3).

(b) Sei U C R? offen und seien f: U — R und u,v: U — R? zweimal
differenzierbar. Zeigen Sie, dass dann gilt:

rot grad f = 0, rot(fu) = frotu+ (grad f) X u,
divrotu =0, div(u x v) = (rot u,v) — (u,rotv),

wobei z X y = (952?/3 — X3Y2,T3Y1 — T1Y3,T1Y2 — 902?/1)t fir z,y € R?.

(Bemerkung: Man schreibt auch suggestiv V = (0y, 02, 03) als Vektor von
Operatoren und erhélt dann symbolisch V f = grad f, (V, f) =div f, V x
v =rotwv. Dann gilt zum Beispiel V x (fu) = (Vf) x u+ f(V x u).)

Aufgabe 4. Sei f: R* — R zweimal differenzierbar, Q: R} x R? — R? die
Transformation auf Kugelkoordinaten

Q(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos 0)
von Blatt 1 sowie g(r,0,¢) = f(Q(r,0,¢)). Zeigen Sie:

sinfcos¢ r~'cosfcosg —(rsinf)"'sing
(a) (DQ)"Y(r,0,¢) = [ sinfsing r~'cosfsing (rsinf)tcos¢ | ,

cos —r~Lsinf 0
sin @ cos ¢ ! cos 6 cos ¢ ! —sin ¢
(b) (grad f)o@ = 0,.g-| sinfsin ¢ —l—@ cos 0 sin ¢ +;fo€ cos ¢
cosf —sind 0



