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Aufgabe 1. Es sei X eine nichtleere Menge und

d(x, y) =

{

0 falls x = y

1 falls x 6= y
für x, y ∈ X.

(a) Zeigen Sie: d definiert einen Abstand auf X .

(b) Beschreiben Sie die offenen Kugeln Kǫ(x) in (X, d). Welche Teilmengen von (X, d)
sind offen, welche abgeschlossen?

(c) Wann konvergiert eine Folge in (X, d)?

Aufgabe 2. (a) Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x, y ∈ X . Zeigen Sie:

d′(x, y) = 1− 1

1 + d(x, y)

definiert einen weiteren Abstand auf X .

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, daß für a, b ≥ 0 gilt
1

1 + a
+

1

1 + b
− 1

1 + a+ b
≤ 1.

(b) Geben Sie eine Familie (Jn)n∈N offener Intervalle Jn ⊆ R an, so daß
⋂∞

i=0
Jn = [0, 1]

abgeschlossen ist.
Geben Sie eine Familie (In)n∈N abgeschlossener Intervalle In ⊆ R an, so daß

⋃∞

i=0
In =

]0, 1[ offen ist.
Hinweis: Die Beispiele zeigen, daß Durchschnitte beliebig vieler offener Mengen
nicht offen und Vereinigungen beliebig vieler abgeschlossener Mengen nicht abgeschlossen
sein müssen.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie zu ǫ = 1

2018
ein δ > 0 (mit Begründung!), so daß

(a)
∣

∣

∣

1

x2 − 3x+ 3
− 1

∣

∣

∣
< ǫ für alle x ∈ R mit |x− 2| < δ

(b) f(Kδ((0, 0))) ⊆ Kǫ(f((0, 0))) für f : R2 → R gegeben durch

f((x, y)) =

{

xy2

x2+y2
für (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst

Aufgabe 4. (a) Zeigen Sie, daß die auf (X, d) Lipschitz-stetigen Funktionen einen
Vektorraum bilden, auf dem durch

‖f‖ = sup
x∈X

|f(x)|+ sup
x,y∈X,x 6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

eine Norm erklärt wird.
Weshalb darf der erste Teil supx∈X |f(x)| nicht weggelassen werden?
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(b) Zeigen Sie (jeweils mit dem Standard-Abstand auf R):

i) f(x) = x2 ist Lipschitz-stetig auf X = [0, 1], aber nicht auf X = R.

ii) f(x) =
√
x ist nicht Lipschitz-stetig auf [0, 1].
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