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Teil I
Grundlagen

1 Mengen und Abbildungen

Fiir die Formulierung der Mathematik haben sich Mengen als zweckméafig er-
wiesen. Endliche Mengen kann man durch eine vollstdndige Liste ihrer Elemente
angeben, Schreibweise X = {1, xs,...,2,}. Diex;, i = 1,...,n, heilen Elemente
der Menge X, Schreibweise x; € X. Dabei ist die Reihenfolge beliebig, und das
gleiche Element darf nicht mehrmals auftreten. Wenn x kein Element von X ist,
schreiben wir x ¢ X. Die leere Menge @ enthélt kein Element. Eine Menge Y
heit Teilmenge einer Menge X, geschrieben Y C X, wenn fiir jedes Element
yeYgiltye X.Ist Y C X, dann ist das Komplement X \'Y definiert als die
Menge der z € X mit x ¢ Y. Die Vereinigung X; U Xy zweier Mengen X7, Xo
ist die Menge jener Elemente, die in X; oder X, enthalten sind (nicht “entweder
oder”). Wir schreiben dafiir

XjUXy:={z : z€ X, oder x € X5} .

Durch “:=" bezeichnen wir, daf§ der links stehende Ausdruck iiber den rechts ste-
henden definiert wird; es gibt auch “=:" im getauschten Sinn. Die Konstruktion
auf der rechten Seite wird haufig benutzt: Links des “:” stehen allgemeine Ele-
mente, die einer Einschrankung unterworfen werden, welche rechts von “:” steht.
Viele Autoren bevorzugen “|” statt “:”. Entsprechend wird der Durchschnitt zwei-
er Mengen X1, X, erklart als

XiNXe:={z : z€ X;und x € Xy} .

Zwei Mengen mit X; N Xy = @ heiflen disjunkt. Das direkte Produkt von Mengen
Xi,..., X, ist erklart als die Menge aller geordneten n-Tupel:

X1 x Xogx oo x Xy, i={(x1,29,...,2,) : m € X;}.
Speziell schreiben wir X" := X x --- x X.
—_——

Viele der Konstruktionen aus egdlichen Mengen lassen sich auch auf unend-
liche Mengen {iibertragen. Wir benétigen vor allem folgende Zahlbereiche: die
Menge N = {0,1,2,...} der natirlichen Zahlen, die Menge Z = {0, +1,£2,...}
der ganzen Zahlen, die Menge Q der rationalen Zahlen sowie die Menge R der
reellen Zahlen. Wir werden spéter im Detail darauf eingehen und insbesondere
auch die Menge C der komplexen Zahlen definieren.

Eine rationale Zahl denken wir uns als Bruch r = § mit p € Z und ¢ €
Z* =7\ {0}. Wir koénnen die rationalen Zahlen jedoch nicht als Menge dieser
Briiche auffassen, da wir z.B. % und % als dieselbe rationale Zahl ansehen. Die

2 und % ist ein haufig benutztes Verfahren:

Identifikation von 5
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Definition 1.1 Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X.
Fiir (z,y) € R C X x X schreiben wir x ~ y.
Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, falls (mit x,y, z € X)

(R1) (reflexiv): x ~ x fiir jedes = € X.
(R2) (symmetrisch): Fiir jedes Paar = ~ y ist auch y ~ z.
(R3) (transitiv): Ist x ~ y und y ~ z, so ist auch = ~ z.

) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so heiBt eine Teilmenge A C X
Aquivalenzklasse, falls gilt:

(A1) A+ o.
(A2) Falls z,y € A, so ist x ~ y.
(A3) Falls 2 € A und y € X mit 2 ~ y, so ist auch y € A.

Wir werden uns iiberlegen:

Satz 1.2 Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so gilt fir zwei beliebige
Aquivalenzklassen A1, Ay C X entweder Ay = Ay oder A1 N Ay = .

Insbesondere liegt jedes € X in genau einer Aquivalenzklasse, die oft mit
[z] bezeichnet wird. Eine Aquivalenzrelation auf X liefert damit eine Zerle-
gung von X in disjunkte Teilmengen. Die Menge dieser Aquivalenzklassen heift
Quotientenmenge und wird mit X/ ~ bezeichnet. Ein konkretes Element einer
Aquivalenzklasse heiBt Reprisentant. Insbesondere ist x € [z].

Beispiel 1.3 Es sei X = Z x Z*. Wir vereinbaren auf X die Relation (p,q) ~
(p',q'), falls p¢ = p'q. Man iiberpriift, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die

zugehorige Quotientenmenge Q := (Z x Z*)/ ~ heifit Menge der rationalen
Zahlen. <

Mathematische Sitze wie Satz miissen bewiesen werden, d.h. es ist zu
zeigen, daf} die darin enthaltene Aussage wahr ist. Eine mathematische Aussage
ist entweder wahr oder falsch, niemals beides. Ein solcher Beweis besteht im
Zuriickfithren der zu zeigenden Aussage auf als wahr vorausgesetzte Aziome (hier
Definition [LT]) oder auf bereits bewiesene (also als wahr erkannte) Aussagen.
Diese Argumentationskette wird mit = symbolisiert.

Beweis von Satz[I4 Gegeben seien zwei Aquivalenzklassen A;, Ay C X beziiglich
einer Aquivalenzrelation ~. Im Fall A; N Ay = @ ist nichts weiter zu zeigen. Sei
also Ay N Ay # @. Damit gibt es ein @ € X mit a € A; und a € As. Wir zeigen
Ay C Ap. Sei dazu b € Ay beliebig. Wegen (A2) in der Aquivalenzklasse A, gilt
b ~ a als Relation in X. Dann sagt aber (A3) beziiglich A, daB b € A; liegt.
Somit ist Ay C Ay gezeigt. Durch Vertauschen der Rollen von A; und A, ergibt
sich A; C Ay und deshalb A; = As. O
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Meist sind in Beweisen mehrere Aussagen zu verkniipfen. Solche Ver-
kniipfungen lassen sich formalisieren. Der Vollstandigkeit halber fiithren wir cinfl

Definition 1.4 Es seien A, B Aussagen. Dann werden Verkniipfungen AA B (und),
AV B (oder), =A (nicht), A= B (folgt) und A < B (&dquivalent) definiert durch
die Wahrheitstafel

A|B|ANB|AVB|A=B|As B|-A|-B
w | w w w w w fli7f
w | f f w f S [l w
f w w w f w | f

f w w w | w

Wir werden A und V entweder ausformulieren oder durch die folgenden Quanto-
ren ersetzen, die sich bei der Arbeit mit unendlichen Mengen als unverzichtbar
erweisen:

Definition 1.5 (fiir alle; es gibt) Es sei [ eine beliebige Indexmenge und
{A; : i€ I} ein System von Aussagen.

i) Die Aussage (Vi € I gilt A;) ist wahr genau dann, wenn alle Aussagen A;
wahr sind.

ii) Die Aussage (3i € I mit A;) ist wahr genau dann, wenn mindestens eine der
Aussagen A; wahr ist.

Damit ist V die Verallgemeinerung von A und 3 die Verallgemeinerung von V.
Neben dieser logischen Bedeutung werden wir 4 und V im wortlichen Sinn nutzen.
Einige Folgerungen aus der Definition sind:

e (ANB)=AVDB

e (A& B)= (A= B)

e (A& B)s (AANB)V (mAN-DB))
e AN(BVC)<= (ANB)V(ANC)
e AV(BANC)<= (AVB)AN(AV(O)
e (A= B)& (WB=A)

Die letzte Eigenschaft ist die Grundlage des indirekten Beweises: Um B zu
beweisen, suchen wir eine falsche Aussage A und zeigen, dal A aus der Verneinung
von B folgt, also -B = A.

'Wir werden diese Sprache aber vermeiden und uns eher per Durchfiihrung geniigend vieler
konkreter Beweise erarbeiten, was ein korrekter Beweis ist.
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Beispiel 1.6 (Irrationalitit von \/5) Es sei B die Aussage: V/2 ist eine irra-
tionale Zahl. Wir gehen von der Negation =B aus: Angenommen, v/2 wire eine
rationale Zahl, also v/2 = % mit p,q € Z und g # 0. Durch Kiirzen kann erreicht
werden, daB p oder ¢ ungerade ist. Es gilt 2 = (v/2)? = Zq’—z, also p? = 2¢%. Damit
ist p? und dann auch p gerade. Somit ist nach Voraussetzung ¢ ungerade. Da p
gerade ist, gibt es ein r € Z mit p = 2r. Nun ergibt sich 2 = A‘qL;, also ¢ = 212,
d.h. ¢® und damit auch ¢ ist auch gerade! Wir haben also gezeigt:

(V2 € Q)= (3g € Z,q #0, mit ¢ ist gerade und ungerade ) ist wahr.

'

-B A

Da A falsch ist, kann =B = A nur dann wahr sein, wenn —B falsch ist, also B
wahr, d.h. v/2 ist irrational. O

Wichtig in indirekten Beweisen ist die korrekte Verneinung der Aussage. Dabei
gelten:

J

(ANB) < -AvV-B
(AVB)< -~AAN-B
o ~(Vielgilt A;) & Fi € I mit ~4,
o —(F €I mit A;) & Vielgilt -4,

J

In den beiden letzten Zeilen kann A; wieder die Quantoren V,3 enthalten, die
dann in = A; wieder zu negieren sind. Hier ist zu Anfang groite Vorsicht geboten!
Spéater werden Ungleichungen eine grofle Rolle spielen, die dann ebenfalls korrekt
zu negieren sind.

Definition 1.7 Seien X, Y Mengen, dann versteht man unter einer Abbildung von
X nachY eine Vorschrift f, die jedem z € X eindeutig ein f(z) € Y zuordnet. Wir
schreiben f : X — Y fiir die Abbildung zwischen Mengen und f : z — f(x) fir die

Zuordnung der Elemente. Die Menge
G(f) ={(z,f(x)) : e X} C X xY

heiBt der Graph von f. Mit Abb(X,Y’) werde die Menge der Abbildungen von X
nach Y bezeichnet.

Beispiel 1.8 Fiir X = Y = R betrachten wir die Abbildung f : z ~ 2%. Der
Graph {(x,2?) : z € R} beschreibt im kartesischen Koordinatensystem eine
Parabel. <

Definition 1.9 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen Mengen und seien M C X
und N CY Teilmengen. Dann heiBt

fIM)={yeY : IxreMmity=f(x)} CY
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das Bild von M in'Y unter f und
fAN)={reX : f(x) e N} C X
das Urbild von N in X.

Zu beachten ist, daB fiir eine einelementige Teilmenge N = {y} das Urbild
Yy) == f*({y}) € X aus mehreren Elementen bestehen kann oder auch
leer sein kann. Deshalb ist f~! im allgemeinen keine Abbildung von Y nach X.
Definition 1.10 Eine Abbildung f : X — Y heiBt

e injektiv, falls fir x,2' € X aus f(z) = f(a') stets x = 2’ folgt,

e surjektiv, falls es zu jedem y € Y ein z € X gibt mit y = f(x),

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Falls f bijektiv ist, dann ist die Umkehrabbildung f~' :Y — X gegeben durch

[Ty r=f7Hy) mit y = f(x).
Seien XY, Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbildungen, so ist
die Komposition dieser Abbildungen gegeben durch

gof: X =27, x—(gof)(z):=g(f(z)).

Satz 1.11 Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fiir Abbildungen
fX—=>Y, g:Y—>Zundh:Z —W gilt

ho(gof)=(hog)of: X —>W.
Beweis. Fiir x € X gilt
((hog)o f)x) = (hog)(f(x))=h(g(f(x))) =h((go f)(x)) = (ho(go f))(x)D-

2 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Die Struktur der Menge N der natiirlichen Zahlen wird als bekannt vorausgesetzt.
In dieser Vorlesung ist 0 € N, fiir die natiirlichen Zahlen ohne 0 schreiben wir
N* := N\{0}. Die wichtigste Eigenschaft von N ist, daf fiir jede Zahl n € N genau
ein Nachfolger n+ 1 existiert, und startend mit 0 wird mit 0,1,2,...,n,n+1,...
jede natiirliche Zahl genau einmal durchlaufen. Daraus ergibt sich das

2.1 Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. FEs sei N € N, und zu je-
der Zahlm € N mit n > N sei eine Aussage A, gegeben. Alle Aussagen A, sind
richtig, wenn man (IA) und (IS) beweisen kann:

(IA) Ay ist wahr (Induktionsanfang).
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IS) Fiir beliebiges n > N gilt: Falls A, wahr ist, so ist auch A, 1 wahr
+
(Induktionsschritt).

Satz 2.2 Fiir jedes n € N gilt die Aussage A,: 04+ 1+---+n = %n(n +1).

Beweis. i) Wihle N = 0. Offenbar ist Ay wahr.
i1) Unter der Annahme, daf3 A, gilt, folgt

1 1
Q+1+---+Tg+(n+1):§n(n+1)+(n+1):§(n+1)(n+2),

An

also die Aussage A,y1. O

Da Summen wie in Satz héufig vorkommen, vereinbart man das Summen-
zeichen X Ist fiir jede ganze Zahl k € Z mit m < k < n eine reelle Zahl a;
gegeben, dann setzt man

i _Joantapt+---+a, falsn>m
- e 0 falls n < m

m
Insbesondere ist g ai = a,, und

k=m

n+1 n

D= ar+an . (*)
k=m

k=m

Durch letzte Eigenschaft kann man das Summenzeichen rekursiv dhnlich zum

Prinzip der vollsténdigen Induktion definieren: Man wahlt als Induktionsanfang
m—1

Z ap := 0 und (*) als Induktionsschritt. Weitere Beispiele rekursiver Defini-
k=m

tionen sind die Potenzen einer reellen Zahl als z! := z (Induktionsanfang) und
2" = - 2" (Induktionsschritt). Fiir z # 0 definiert marf] auBerdem 20 := 1.

Mit diesen Vorbereitungen beweisen wir

Satz 2.3 (geometrische Summenformel) Es seix eine von 0 und 1 verschie-

dene reelle Zahl und n € N. Dann gilt Zxk = —.
k=0

Beweis. i) Induktionsanfang: Fiir n = 0 steht auf der linken Seite 2° = 1 und
auf der rechten Seite }:—i = 1, die Aussage ist also wahr unter der Voraussetzung

2Der Ausdruck “0°” ist nicht definiert. Jedoch werden wir im weiteren Verlauf des Semesters
zY definieren und z¥ fiir z,y — 0 untersuchen.

6

Preliminary version — 31. Januar 2018



x#0 und xz # 1.
ii) Induktionsschritt:

n+1
1—:L‘n+1 1—1 1_xn+1 :L,n+1_xn+2
. n+1 n+1 —
Zw Zw e 1—2z T 1—2x 1—2x + 1—2z
1_ n+2
= - O
1—=x

(Die linke Seite ist auch fiir # = 1 sinnvoll und ergibt > ;_ 1 = n + 1. Fragen
wie nach dem Wert der rechten Seite fiir z — 1 sind typisch fiir die Analysis.)

Eine Auswahl von Formeln, die durch vollstédndige Induktion bewiesen werden,
ist:

Ubung 2.4

Zk:w (Satz Z2), Zkzz n(n+1)6(2n+1) |

Zk3 nH) : D @k+1)=(n+1). ¢

Ahnlich zum Summenzeichen wird auch das Produktzeichen (mit sonst glei-
chen Bezeichnungen wie zuvor) eingefiihrt als

~ G Ay -+ - ap  fallsn >m
[T -

1 falls n < m
k=m
m—1 n+1 n
Die rekursive Definition ist H ap = 1 und H Qp "= Qpiq - H . Besonders
k=m k=m

wichtig ist fiir n € N der Ausdruck n! (gesprochen ‘n-Fakultit”) definiert durch

[[+ fallsn>1,
k=1
1 falls n =10,

n! =

alson!=1-2-.-n fiir n > 1. Aulerdem definieren wir fiir n € Z und o € R die
Binomialkoeffizienten

n—1
1
<a) _ ) 1=k, falsn>o0,
T " k=0

0 fallsn < 0.
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Insbesondere gilt <Z) = (Z) = 1 fiir alle n € N und (’Z) =0 fir m e N

mit m < n. Ist m € N mit m > n, so ergibt sich alternativ die Darstellung

(n) = =

. L (nt1\  (n n
Lemma 2.5 Firn,k € N gilt (k:+1) = (k) + <k:+1>'

1
Beweis. Fir k£ = 0 ist auf der linken Seite (nJlr ) =n -+ 1 und auf der rechten

Seite <g) + (Tl‘) — 1+ n, dh. die Formel gilt fir ¥ = 0. Fiir n = k sind

beide Seiten der Gleichung gleich 1 und fiir £ > n verschwinden beide Seiten der
Gleichung. Damit verbleibt der Fall n > k > 1:

<Z> + (k:il) - k:!(nni PIRRCE 1)!(nni k1 1)

nl(k+1) nl(n — k)
R+ D=k (k+ D n—k)(n—k—1)
nl(k+1)+nl(n—k) (n+1)!
 (k+ D=k (k+D(n+1—(k+1))

n+1
= ) g
(i0)
Das Lemma ist der Hintergrund fiir das Pascalsche Dreieck zur Veranschaulichung
der Binomialkoeffizienten. Insbesondere ist (Z) € N fiir n, k € N.

Satz 2.6 (Binomialentwicklung) Fiir reelle Zahlen x,y # 0 und n € N gilt

(z+y)" = Zn: <Z> aFyn

k=0

Beweis. Durch Induktion nach n. i) Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist (z +y)" =1

0
und Z (2) zhy=F =1.
k=0

ii) Induktionsschritt:

(LU + y)nJrl _ (LU + y)(x + y)n _ Z (Z) xk+1yn7k+ <n) xkynJrlfk
k=0

k
iC:O g g

k11 ksl

n+1 n

n n
_ (l N 1) xlynJrlfl + Z (l)xlynJrll

=1 =0
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3 Gruppen und Korper
3.1 Gruppen

Die Erweiterung von N zu den ganzen Zahlen Z bewirkt, dafl die Subtraktion
stets ausfiithrbar ist. Dadurch bildet Z eine sogenannte kommutative Gruppe.
Unter einer Verkniipfung oder Komposition auf einer Menge G versteht man
eine Abbildung
x:GxG— G, % : (a,b) —axb.

Beispiele sind die Addition * = + und Multiplikation * = - in N,Z, Q, R. Ein
weiteres wichtiges Beispiel ist die Menge G = Abb(X, X) = {f : X — X} der
Selbstabbildungen von X mit der Komposition * = o als Verkniipfung, f,g €
Abb(X,X) = foge€ Abb(X, X).

Definition 3.1 Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heiBt Gruppe,
falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(G1) (axb)*xc=ax(bx*c) firalle a,b,e G (Assoziativgesetz).
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G mit e x a = a fiir alle a € G.

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein a™' € G (das zu a inverse Element) mit

atxa=e.

Die Gruppe heiBt kommutativ (oder abelsch), falls auBerdem a x b = b * a fiir alle
a,b € G. In diesem Fall schreibt man meist + fiir die Verkniipfung, O fiir das neutrale
Element und —a fiir das zu a inverse Element.

Gruppen sind sehr wichtig in Mathematik und Naturwissenschaften. Beispiele
fiir Gruppen sind, neben den Zahlbereichen, z.B. Drehungen, Verschiebungen,
Spiegelungen; allgemein Bewegungen und Zeitentwicklung, Umordnungen (Per-
mutationen), Symmetrieoperationen, etc.

Wir stellen wichtige Eigenschaften von Gruppen zusammen, die direkt aus
den Definitionen folgen.

Satz 3.2 Ist G eine Gruppe, so gilt:

i) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, und auflerdem gilt axe = a
fiir alle a € G.

9
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ii) Das inverse Element a™' ist fiir jedes a € G eindeutig bestimmt, und

auferdem gilt a x a= = e sowie (a™')"' =a und (axb)™' =b"'xa"l.

iii) FEs gelten die Kiirzungsregeln axb = axb = b=10 und b xa =
bxa = b=1V.

Beweis. Sei e € G eines der neutralen Elemente und a € G. Zum Inversen ¢! € G
gibt es wieder ein Inverses (a™1)~! € G, und es gilt

1 1 1

axal=ex(axa )= ((aH xa)x(axa)=(((a) ' xa ) xa)xa”
=((aH s (atxa)xat=((a ) T xe)xat=(a) T x(exah)

=@t xal=e

und daraus
axe=ax*(a'xa)=(axa )rxa=exa=a.

Sei € € (G ein weiteres neutrales Element, so gilt aus Sicht von e die Gleichung
ex € = € und aus Sicht von é die Gleichung e x é = e, also e = é. Damit ist i)

bewiesen und a * a~! = e aus ii).

Sei a~! ein weiteres Inverses zu a, so gilt

F:F*e:g:*(a*a_l):(F*a)*a_l:e*a_lza_l,

also ist das Inverse eindeutig. Damit ist wegen a * a=! = e das Inverse von a~

durch a selbst gegeben. Schliellich gilt

1

(b xa M) x(axb) = (b xa M) xa)xb = (b x(a '*a))xb = (b xe)xb=b"'xb=¢

so daB b~! x a~! das Inverse zu a * b ist.
Die Kiirzungsregeln folgen nach Verkniipfung von links/rechts mit a~! unter
Verwendung der Assoziativitit. U

Definition 3.3 Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung *. Eine nichtleere Teilmenge
H C G heiBt Untergruppe, wenn fiir alle a,b € H auch axb € H und o' € H gilt.

Es folgt automatisch e € H (durch Wahl von b = a™!). Ist G eine Gruppe, so
sind die Teilmengen H = G und H = {e} Untergruppen. Sie heiflen triviale
Untergruppen.

Beispiele sind Z C Q beziiglich der Addition oder G als Gruppe der Drehungen
eines Korpers und H als Untergruppe der Drehungen um eine feste Achse.

3.2 Korper

Die Erweiterung von Z zu Q bewirkt, dafl die Division durch von Null verschiedene
Elemente ausfithrbar wird. Aulerdem sind die beiden Verkniipfungen + und -
kompatibel. Man sagt, Q ist ein Korper:

10
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Definition 3.4 Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:KxK— K, +:(a,b) —»a+b (Addition)
K x K — K, - (a,b)—a-b (Multiplikation)

heiBt Kérper, wenn folgendes gilt:

(K1) K zusammen mit der Addition ist eine kommutative Gruppe. lhr neutrales
Element wird mit 0 bezeichnet und das zu a € K inverse Element mit —a.

(K2) Sei K* := K \ {0}, dannist fiir a,b € K* auch a-b € K*, und K* mit
dieser Multiplikation ist eine kommutative Gruppe. lhr neutrales Element
wird mit 1 bezeichnet und das zu a € K* inverse Element mit a=! = 1/a.
Man schreibt auch a/b=a-b"! =b""!-a.

(K3) Es gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=a-b+a-c  und (a+b)-c=a-c+b-c

fir alle a,b,c € K.

Offenbar sind Q und R Korper, Z ist es nicht (aber Q, R und Z sind Ringe). Spéter
werden wir den Kérper C der komplexen Zahlen einfithren. In der Algebra werden
noch viele weitere Korper untersucht, z.B. kann man die zweielementige Menge
Zs = {0,1} zu einem Korper machen. In Q, R, C schreiben wir die Multiplikation
meist als ab statt a - b.

In einem Korper gilt

i) 1#40(dale K*und 0 ¢ K*)
i) a-0=0-a=0 (verwende a-0=a-(0+0)=a-0+a-0)
i)a-b=0 = a=0oderb=0 (aus (K2))

iv) a-(=b) = —(a-b) und (—a)-(=b)=a-b
)

v)a-b=a-cunda#0 = b=c

iii

3.3 Ungleichungen

Die rationalen und reellen Zahlen sind dadurch gekennzeichnet, dafl gewisse Ele-
mente als positiv ausgezeichnet sind:

Definition 3.5 (Anordnungs-Axiome) Ein Korper K heiBt angeordnet, falls
eine Teilmenge K C K existiert mit folgenden Eigenschaften:

(A1) Fir a € K* ist entweder a € K oder —a € K.
(A2) Aus a,b e K folgen a+be K¥ und ab € K.
Die Elemente a € Kf heiBen positiv, Schreibweise a > 0.
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Offenbar sind Q und R angeordnete Kérper. Man vereinbart

a>b, fallsa — b >0
b<a, falls a > b

a <b, falls a < b oder a = b
a>b, falls a > b oder a =19

Ist —a positiv, also a < 0, so heifit a negativ. Ist @ > 0, so heifit a nichtnegativ.
Die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen wird mit R, bezeichnet, die der
positiven reellen Zahlen mit RY. Auflerdem ist R* := R\ {0}. Die Anordnung
ermoglicht die Darstellung der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden.

Alle Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen folgen aus diesen Axiomen.
Hier eine Auswahl ohne Beweis.

Lemma 3.6 FEs sei K ein angeordneter Korper (z.B. R oder Q). Dann gelten:
i) Fir beliebige a,b € K gilt genau eine der Relationen a > b, a = b, a < b.

ii) Aus a > b undb > c folgt a > c (Transitivitat).
iii) Aus a > b folgen a+ ¢ > b+ ¢ fir alle c € K sowie ac > be fir ¢ € K7

und ac < be fir —c € K.

iv) Ausa >b >0 oder 0 > a > b folgt é < %, wahrend aus a > 0 > b folgt

1>0> 4.
v) Aus a > b und c > d folgt a+c > b+d und im Fallb,d > 0 auch ac > bd.
vi) Fiir a # 0 gilt a*> > 0.

Analoge Regeln gelten fiir “>”. Indem man n € Nmit nl :=1+---+1 € K
—_——

n mal

identifiziert, kann man N als Teilmenge jedes angeordneten Korpers K auffassen,
analog auch Z. Indem man g € QF firp € N, g € N“mit (pl)(ql)™ € K
identifiziert, kann man QF und analog auch Q als Teilmenge jedes angeordneten
Korpers K auffassen.

Definition 3.7 (Absolutbetrag) Es sei K ein angeordneter Korper und a € K.

Dann heiBt
a fallsa > 0

laf € K, jaf = { —a fallsa < 0

der Absolutbetrag von a.

Satz 3.8 Fir den Absolutbetrag in einem angeordneten Korper K gilt (mit a,b €
K)
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iii) a4+ 0| <la|+ |b| (Dreiecksungleichung)
iv) |ab] = |al[b]
v) llal = [ol] < la — 9]
Beweis. 1) und ii) folgen aus der Definition.
iii) Aus ii) und Lemma Bliv folgen a +b < |a| + |b| und —(a +b) < |a| + |b], aus

der Definition des Betrages dann iii).
iv) Durch Fallunterscheidung nach @ 2 0 und b 2 0.

v) Aus der Dreiecksungleichung folgt |a| = |a — b+ b| < |a — b + |b] bzw.
la| — |b] < |a — b|. Vertauschen von a,b liefert |b| — |a| < |b —a| = |a — b,
zusammengefafit damit v). O

Die Dreiecksungleichung (und ihre Verallgemeinerungen) werden wir oft
benétigen.

Lemma 3.9 (Bernoullische Ungleichung) Fs sei K ein angeordneter Korper
(2.B. R oder Q).

i) Fir alle x € K mitx > —1 und x # 0 und n € N mit n > 2 gilt
(1+2)" > 1+ nx.

i) Fir allex € K mitx > —1 undn € N gilt (14 z)" > 1+ nax.

Beweis. Wir beweisen i) durch Induktion nach n. (1) Induktionsanfang: Fiir n = 2
ergibt sich (14 2)? =1+ 2z + 2% > 1 + 22 wegen 2% > 0.

(2) Induktionsschritt. Die Bernoullische Ungleichung gelte fiir n. Dann folgt unter
Verwendung von 1+ 2 > 0 und 22 > 0

(1+2)"" =1 +2)"(1+2) > (1+nz)(1+2) = 14+ (n+1)r+nz? > 1+ (n+1)z .
1+
>14+nz

Der Beweis von ii) ist analog. U

Definition 3.10 Ein angeordneter Korper K heiBt archimedisch, wenn zusatzlich
gilt:
(A3) Zu jedem Element a € K gibt es eine natiirliche Zahl n, so daB n —a > 0.

Offenbar sind Q und R archimedisch angeordnet.

Satz 3.11 Es set K ein archimedisch angeordneter Korper und q, R,e € K und
n € N. Dann gilt:

i) Ist ¢ > 1, so gibt es zu jedem R € K ein N € N mit ¢" > R Vn > N.
i) Ist0 < q <1, so gibt es zu jedem e >0 ein N € N mitq" <e VYn> N.

iii) Zu jedem € > 0 gibt es einn € N* mit 0 < * < e.
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Beweis. i) Setze ¢ = 1+ x mit > 0. Nach (A3) gibt es ein N € N mit £ < N,
also Nz > R. Nach Bernoulli gilt ¢¥ > 1+ Nz fiir N > 2, N € N. Fiir Nz > R
ergibt sich ¢ > 1+ R > R und damit ¢" > R fiir alle n > N > 2.

ii) Fir 0 < ¢ < 1ist % > 1. Nach i) gibt es ein N € N mit (%)" > R:= 1 fiir
alle n > N. Damit ergibt sich 0 < ¢" < % =€ fiir alle n > N.

iii) Nach (A3) gibt es ein N € Nmit 0 < £ =: R < N. Dann ist N > 1, und

1 1 1
esfolgt0<5§N<E—efurallen2]\7. O

4 Reelle Zahlen

Alle bisher eingefiihrten algebraischen Strukturen gelten gleichermafien fiir beide
archimedisch angeordneten Korper Q und R. Der wesentliche analytische Unter-
schied ist die Vollstindigkeit von R. Wir definieren die Vollstédndigkeit zunéchst
geometrisch iiber Intervallschachtelungen, spéter iiber sogenannte Fundamental-
folgen (was sich auf andere Beispiele verallgemeinern 148t).

Definition 4.1 i) Beschrankte Intervalle. Seien a,b € R mit a < b. Wir
setzen
[a,b] :={x €eR : a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
la,b]:=={z €eR : a<z<b} (offenes Intervall)
la,b] :=={z €R : a<x<b} (rechts halboffenes Intervall)
la,0] :={z €R : a<x<b} (links halboffenes Intervall)

Die Intervalle [a, b] nennt man auch kompakt. Fiir alle diese Intervalle I =
la,b],]a,b[,... heiBen die Punkte a,b die Randpunkte und die x € R mit
a < x < b die inneren Punkte. Fiir jedes dieser Intervalle I ist I := [a, b] der
AbschluB. Die reelle Zahl |I| := b — a heiBt Lange des Intervalls I.

ii) Unbeschrankte Intervalle. Sei a € R. Wir setzen

la,0[:={zx €R : a <z} la,0[:={z €eR : a <z}
| —o0,al:={zeR : z<a} | —oo,a[:={zreR : z<a}
und | — oo, 00[ = R.

Die in i) und ii) angegebenen Intervalle heiBen auch echte Intervalle im Unterschied
zum unechten Intervall [a,a] ={x € R : a <z <a} ={a}.

Manchmal werden offene Intervalle auch als (a,b) geschrieben.

Definition 4.2 Eine Intervallschachtelung ist eine Folge Iy, I, I5, ..., kompakter
Intervalle, kurz (1,,),en, mit folgenden Eigenschaften:

(11) I,41 C I, fiir alle n € N,
(12) zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I,, mit der Lange |I,| < €.
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Eine Formulierung der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen besteht in der
Giiltigkeit des

4.3 Intervallschachtelungsprinzip. Zu jeder Intervallschachtelung (I,)nen
in R existiert ein x € R mit x € I, fir allen € N.

Die so erhaltene reelle Zahl x ist eindeutig bestimmt: Gébe es zwei solche Zahlen
X1, Ty mit T < xo, so miifite das Intervall [zq, 5] in allen I, enthalten sein,
und jedes dieser [, hitte eine Lange > xo — x1 im Widerspruch zu (12). Wir
betrachten zwei Intervallschachtelungen (1,,)nen und (J,,)nen als dquivalent, wenn
es ein N € N gibt, so daf fiir alle n > N natiirliche Zahlen k,[ existieren mit
Jr C I, C Jyund I; C J, C Ij. Die zugehorige Quotientenmenge, d.h. die Menge
der Aquivalenzklassen von Intervallschachtelungen, heiffit dann Menge der reellen
Zahlen und wird mit R bezeichnet.

Eine erste Anwendung der Vollstéandigkeit ist die Existenz der k-ten Wurzeln
positiver reeller Zahlen.

Satz 4.4 Zu jeder reellen Zahl x > 0 und jeder natiirlichen Zahl k > 1 gibt es
genau eine reelle Zahl y > 0 mit y* = . (Diese wird als y = x* oder y = /x
geschrieben. )

Beweis. Da aus y; > y, > 0 die Relation y¥ > y5§ > 0 folgt, kann es hochstens eine
positive Losung geben. Fiir x = 1 ist y = 1 die einzige Losung. Wir betrachten
zunéchst den Fall x > 1 und konstruieren simultan zwei Intervallschachtelungen
(I)nen und (J,)peny mit I, = [an, b,] und J, = [a*,bF] und folgenden Eigen-
schaften:

(1,) aF <x <t dh ozed,

(2n> ‘[n‘ = QLH‘[O‘
Wir beginnen mit I := [1,z] und Jy = [1,2*] als Induktionsanfang. Dann ist
(20) klar, und aus 1 < z folgt 1% < x < 2*. Induktionsschritt von n auf n + 1:
Gegeben ist I,, = [an, b,] mit (1,) und (2,). Durch Zerschneiden im Mittelpunkt
my, = %(an +b,) = a, + %(bn — a,) von I, definieren wir 4 Teilintervalle

I, = [an, my,], LT = [myp, by , Jo = [a®, mP] JT = [m" bF] .

Wir wahlen

{ I falls z € J, = Jou
[n+1 =

It sonst (und dann J =:.J,41)

Diese Konstruktion erfiillt (1,41) und wegen |I,41| = $|I,| auch (2,41). Nach
Satz BTl erfiillt (I,)nen die Eigenschaften einer Intervallschachtelung (Definiti-
on L2), und nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es genau ein y € R mit
y € I, fiir alle n € N.
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Die Gleichung y* = x folgt aus der Tatsache, daf8 auch (J,),en eine Intervall-
schachtelung ist. Der Einschlul J,,; C J, ist klar, und fiir die Langen gilt fiir
E>1

o] -

N n-n /, 2n

~-
:‘In‘ <k?$k_1

k k-1
| Ju| = bF — aF = (b, —a,) (Fa +0572al + -+ Blal™) < v
~———

Sowohl z als auch y* (wegen a, <y <b, = af <y* < bF) liegen in jedem
Intervall J,. Da diese in allen Intervallen der Schachtelung liegende reelle Zahl
eindeutig ist, gilt y* = z.

Ist 0 < 2 < 1, so konstruiert man zu £ > 1 die k-te Wurzel y > 1 mit y* = <.
Dann ist i die k-te Wurzel aus z, denn (%)’LC = yLk = 1/%): = . O

Ubung 4.5 In den Ubungen werden das arithmetische, geometrische und har-
monische Mittel definiert und untersucht. Mit diesen lassen sich sehr zweckméafige
Intervallschachtelungen konstruieren. O

Definition 4.6 (obere und untere Schranken) Eine Teilmenge M C R heift
nach oben beschrankt bzw. nach unten beschrankt, wenn es ein s € R gibt, so daB3
fir alle z € M gilt

z<s bzw. T>8.

In diesem Fall heiBt s eine obere Schranke bzw. eine untere Schranke. Die Menge M
heiBt beschrankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist.

Beispiel 4.7 Fiir a,b € R sind die offenen, halboffenen und abgeschlossenen
Intervalle ]a,b[, [a,b], ]a,b] und [a,b] beschrénkt, damit auch nach oben oder
unten beschrinkt. Aus dem archimedischen Axiom folgt: Die Intervalle [a, o]
und Ja, oo] sind nach unten beschrinkt, aber nicht beschrinkt. Die Intervalle
| — 00,b] und | — 00, b] sind nach oben beschriankt, aber nicht beschrankt. Das
Intervall | — 0o, 00| ist weder nach oben noch nach unten beschrénkt. <

In einer beschrinkten Menge braucht es eine grofite oder kleinste Zahl nicht zu
geben. Ist I =0, 1], dann gibt es zu jeder Zahl = € I eine grofere, z.B. £ > 1.
Damit ist s = 1 eine obere Schranke von I (und jede reelle Zahl s > 1 ist ebenfalls
eine obere Schranke), aber 1 ¢ I. Aber 1 ist die kleinste obere Schranke von I:

Definition 4.8 (Supremum und Infimum) Eine Zahl s € R heiBt Supremum
der Menge M C R, geschrieben s = sup M, wenn s die kleinste obere Schranke fiir
M ist, d.h.

i) M ist beschrankt und s ist eine obere Schranke fiir M.
i) Jede Zahl s’ < s ist keine obere Schranke fiir M.

Entsprechend ist das Infimum von M C R die groBte untere Schranke, geschrieben
inf M.
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Beispiel 4.9 Fiir die Intervalle I gegeben durch ]a, b, [a,b[, ]a,b] und [a,b] mit
a < b gilt jeweils sup I = b und inf I = a. Auf der nach oben abgeschlossenen
Seite von [a, b] und ]a,b] wird das Supremum b in [ angenommen, es liegt dann
ein Maximum vor, wobei max M := {x € M : y <z Vy € M}. Es gilt dann
sup(]a, b]) = max(]a,b]) = b. Dagegen gilt sup([a, b]) = b, aber [a, b besitzt kein
Maximum. <

Satz 4.10 Jede nach oben (unten) beschrdnkte nichtleere Teilmenge M C R
besitzt ein Supremum (Infimum).

Bemerkung: Das ist eine Formulierung der Vollstéandigkeit und gilt somit nicht
fir M C Q!

Beweis (fiir das Supremum). Analog zum Existenzbeweis der k-ten Wurzel
(Satz Bl konstruiert man eine Intervallschachtelung (I,)nen mit I, = [ay, by
derart, dafl b, € R eine obere Schranke ist und a,, € M keine obere Schranke ist.
Man startet mit einem beliebigen ay € M und einer beliebigen oberen Schranke
bp und konstruiert per Induktion das Intervall I,,,; durch Halbierung von I,,. Eine
der Halften hat die geforderten Eigenschaften. O

Umgekehrt folgt das Intervallschachtelungsprinzip aus der Existenz eines Supre-
mums und Infimums fiir beschrinkte Mengen: Es sei (I,)nen mit I, = [ay, by]
eine Intervallschachtelung. Die Menge A := {ag, a1, ... } ist nach oben beschrankt
durch jede der oberen Schranken b;. Dann gibt es das Supremum s =sup A € R
(kleinste obere Schranke) mit a,, < s < b, fiir alle n € N.

5 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen stellen eine Erweiterung der reellen Zahlen dar, in der die
Gleichung 22 + 1 = 0 l6sbar ist. Viele Bereiche der Analysis lassen sich ohne
Modifikation von den reellen auf die komplexen Zahlen erweitern, und manche
Eigenschaften im Reellen lassen sich iiber den “Umweg” der komplexen Zahlen
besser verstehen.
Fiir den zu bestimmenden Erweiterungskérper C der reellen Zahlen fordern

wir:

i) 22+ 1 =0 ist 16sbar, und i bezeichne eine Losung dieser Gleichung.

ii) Fiir jede reelle Zahl x € R gilt auch = € C.

Dann ist fir z,y € R auch z := x + iy € C. Die Korperaxiome (insbesondere
Kommutativitdt und Distributivitit) sowie i = —1 liefern fiir z,y,u,v € R:

(x+iy) + (u+iv)=(x+u)+ily +v),
(z +1iy) - (u+1iv) = (zu —yv) +i(zv +yu) . (*)

Damit ist die Menge der Elemente der Form x + iy abgeschlossen unter Addition
und Multiplikation. Aus (z+iy) = (u+iv) folgt (z —u)? = —(y —v)?, also v = u
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und y = v. Die beiden reellen Zahlen x,y in z = x + iy sind durch z eindeutig
definiert.

Satz 5.1 Die mit der Addition und Multiplikation aus (*) versehene Menge C =
{z=x+1y : z,y € R} bildet einen Korper, den Kérper der komplexen Zahlen.
Beweis. Es sind die Koérperaxiome nach Definition B4 zu iiberpriifen. Man findet:
e 0 =0+ 10 ist das neutrale Element der Addition.
e 1 =1+i0 ist das neutrale Element der Multiplikation.

e —z = —x — iy ist beziiglich der Addition das zu z = x + iy inverse
Element.

e Nicht so offensichtlich ist das zu z = x + iy # 0 beziiglich der Multipli-
kation inverse Element: Dieses ist gegeben durch z=! = %ﬂﬂ — iﬁ.
Entscheidend dabei ist 2% + y? # 0 fiir alle z = x + iy # 0.

Durch Nachrechnen zeigt man die Distributivgesetze. O

Allerdings 1a8t sich in C keine Anordung C; definieren, so dafl je zwei kom-
plexe Zahlen nicht vergleichbar sind. Gébe es in C eine Relation >, so wére nach
LemmaBHv) sowohl 1 = 12 > 0 als auch —1 = i > 0, und dann 0 = 1+(—1) > 0,
Widerspruch. Es kann jedoch der Abstand komplexer Zahlen iiber den Betrag
verglichen werden.

Definition 5.2 Fiir z =z + iy € C heiBt
e Re(z) :=x € R der Realteil von z,
e Im(z) :=y € R der Imaginarteil von z
e z :=1x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.
o |z| ==z Z= /2% + y? der Betrag von z.

Die Abbildung 2z — Z heiBt komplexe Konjugation.
Dabei ist mit /2?2 +y? € R, die eindeutig bestimmte nichtnegative Wurzel

gemeint. Damit folgt fiir z # 0 die Identitét £ = = = ﬁ Weiter gilt
ZH+w=z+w, 2w =z -w,
z+ z = 2Re(2) , z — z = 2ilm(z) ,
zZ=1z, zeR & z=2Z
Beispiel 5.3 Es sei z = 351 gesucht sind Re(z), Im(z) und |z|. Dazu schreiben
wir:
34+4i (3+4i)(1+2) 1 , '
TT1 2 (1—2)(1+2) 5l ) +i(3-2+4-1)) e
Somit Re(z) = —1, Im(z) = 2 und |z| = V/5. N
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Wir nennen eine Teilmenge M C C beschrinkt, falls die reelle Teilmenge der
Betrége {|z| : z € M} beschrénkt ist. Eine beschrinkte komplexe Menge kann
jedoch kein Supremum/Infimum besitzen.

Satz 5.4 Flir beliebige z,w € C gilt
i) |2| >0 & z#0,

i) 2] = |z,

ii) [Re(z)] < lz[,  [m(2)] <2,

iv) [z-w| =z - |w],

v) |z 4+w| <z + |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis. 1),ii),iii) sind klar. Zu (iv) betrachte |zw|? = zwzw = zzww = |z*|w|>
Bleibt die Dreiecksungleichung:

|z +w* = (z +w)(Z +w) = |2> + 20 + 2w + |w]* = |2]* + 2Re(z0) + |w]|?
i)
< [2f? + 20z@] + |w]? = |2 + 2[zlJw] + Jw|* = (|2 + |w])?. O

Es ist nun sehr intuitiv, eine komplexe Zahl z = z + iy als Punkt (z,y)
in einem kartesischen Koordinatensystem in der Ebene (Gauflsche Zahlenebene)
darzustellen. Nach Pythagoras ist dann |z| gerade der Abstand dieses Punktes
vom Ursprung 0 = (0, 0).

(z,y)

0 T

Fiir 7 > 0 sind die Mengen K, (a) := {2z € C : |z —a| <r} bzw. K,(a) :={z €
C : |z—al < r} bzw. offene bzw. abgeschlossene Kreise (spater mehr dazu)
mit Mittelpunkt a € C und Radius r. Ist z # 0, dann ergeben sich Real- und
Imaginérteil in Polarkoordinaten zu x = |z|cosa und y = |z|sina, so daBl wir
folgende Darstellung einer komplexen Zahl erhalten:

z = |z|(cosa +isina) , 0<a<2rm.
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Die Addition (z,y) + (u,v) := (z 4+ u,y + v) entspricht geometrisch der Addition
von Vektoren:
wz

A
Im

w | >
0 1 Re
Die Dreiecksungleichung |z 4+ w| < |z|+ |w| entspricht der Tatsache, dafl in einem
Dreieck die Summe zweier Seitenléingen grofler ist als die Lénge der verbleibenden
Seite.
Die Multiplikation schreibt man am besten in Polarkoordinaten: Ist z =
|z|(cosa +isina) und w = |w|(cos f + isin ), dann ergibt sich

2w = |z||w|((cos avcos B — sin asin B) + i(cos asin B + sin a cos B))
= |z||w|(cos(a + f) +isin(a + 6)) ,

wobei im letzten Schritt die Additionstheoreme verwendet wurden. Folglich ergibt
sich in Polarkoordinaten das Produkt zw durch Multiplikation der Radien und
Addition der Winkel von z und w.

Uber diese geometrische Deutung der Multiplikation findet man die n-ten
Einheitswurzeln, also komplexe Zahlen mit z” = 1. Nach der Eindeutigkeit der
reellen Wurzeln gilt |zx| = 1 fiir jede Losung zx: die Einheitswurzeln liegen auf
dem (Einheits-) Kreis mit Radius 1 um den Ursprung. Damit gilt z; = cos oy +
isin o und nach der Multiplikationsregel 2} = cos(nay) +isin(nay). Aus 2 =1
folgt nun noy = 27k mit k£ € Z, und die Menge der verschiedenen Losungswinkel
ist somit o = {% : k=0,1,2,...,n— 1}. Folglich hat 2" = 1 die n Losungen
ZE = COS % + isin% mit £ =0,1,...,n — 1. Insbesondere hat

e 22 =1 die Losungen z = {1, -1},

e 23 =1 die Losungen z = {1, —% + @i, —% — ?1}

e 2' =1 die Losungen z = {1,i,—1, —i}.
In den Ubungen wird gezeigt, daB sich die 5. Einheitswurzeln durch den Goldenen
Schnitt g > 1 ausdriicken lassen, g — 1 = % = h. Die 6. Einheitswurzeln sind

Potenzen von % + @i.
Die Tatsache, dal 2™ = 1 genau n Losungen hat, steht in Verbindung zum

5.5 Fundamentalsatz der Algebra. FEs sein > 0. Jede Gleichung
2"y 2" aiz 4 ag =0

mit komplexen Koeffizienten besitzt in C mindestens eine Lisung.
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Nach Polynomdivision hat die Gleichung dann genau n mit Vielfachheit gezahlte
Losungen. Der Beweis wird spéter gegeben, wenn geeignete Methoden erarbeitet
sind.

Wir betrachten den Fall n = 2 und
0=2"+2az+b=(z+a)—(a* - D), a,beC.

Die formale Losung z = —a = v/a? — b bleibt natiirlich richtig, die konkrete Be-
rechnung erfordert jedoch die Umwandlung von a?> — b in Polarkordinaten und
Winkelhalbierung. Eine andere Strategie ist die folgende: Wir suchen Loésungen
w=x+iy € Cvon w? =cmit w=z2+aund ¢c=a*>—-b=a+if € C. Dann ist

2 -y’ =a, Pyt =lcl = a2+ B2, 20y = f3 .

Ist B # 0, dann folgt unter Beachtung von 2zy = /3

x:i\/%( o+ 52+ a), y:i‘—g\/é(\/m—a),

Ist 8 =0, dann ist w = ++/a fir @ > 0 und w = +iy/—a fiir a < 0.

Zusammenfassung Teil 1

e Grundlegende Begriffe zu Mengen und Abbildungen

e V (fiir alle) und 3 (es gibt ein) sowie ihre Negationen

e Beweismethoden: indirekter Beweis und vollstdndige Induktion
e Geometrische Summenformel, Binomialentwicklung

e Rechnen mit Ungleichungen, Dreiecksungleichung, Bernoullische Unglei-
chung

e Reelle Zahlen: Intervallschachtelungsprinzip; Supremum und Infimum,
Maximum und Minumum

e Komplexe Zahlen: i> = —1, Bildung des Inversen, komplexe Konjugation,
Betrag, Dreiecksungleichung, Einheitswurzeln
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Teil 11
Vektorraume

6 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wir geben hier zunéchst eine elementare Einfithrung in lineare Gleichungssysteme
(LGS) und das Standardverfahren zur Bestimmung der Losung. Eine systema-
tische Untersuchung der Menge der Losungen erfolgt spéter, wenn Vektorrdume
und linearen Abbildungen zwischen ihnen bereitgestellt sind.

Definition 6.1 Es sei K = R oder K = C. Ein lineares Gleichungssystem iiber K
aus m Gleichungen mit n Unbekannten ist ein System der Form

a11C1 + aj9xo + - -+ a1ty = b1
a91T1 + A9y + + - - + QopTy, = b2
(*)
Am1T1 + AQpaXe + - - + App Ty = bm
wobei die Koeffizienten (a;;) = {ai1,...,amn} € K und die by,...,b,, € K fest

vorgegebene Zahlen sind und das n-Tupel (z1,...,2,) € K" eine zu bestimmende
Losung des Systems ist.

Wichtig ist, daf keine Exponenten wie 22, z; ', x

gilt:

3

> usw. der z; auftreten. Offenbar

Satz 6.2 (elementare Zeilenumformungen) Gegeben sei ein LGS (*). Die
Menge der Lisungen (x1,...,2,) € K" des Systems bleibt unverdindert bei fol-
genden Typen von Anderungen des Systems:

Typ I Vertauschen zweier Gleichungen.

Typ II Ersetzen der j-ten Gleichung durch die Summe aus der i-ten und j-ten
Gleichung und Beibehalten der i-ten Gleichung.

Typ III Multiplikation der i-ten Gleichung mit A € K* (d.h. A #0).
Die Anderungen vom Typ II und III werden oft zusammen ausgefiihrt:

Typ IV Ersetzen der j-ten Gleichung durch die Summe aus dem A-fachen der
i-ten Gleichung und der j-ten Gleichung und Beibehalten der i-ten Glei-
chung.

Alle diese elemenaren Zeilenumformungen lassen sich wieder riickgdngig machen.
Z.B. Typ II durch

i) Multiplikation der i-ten Gleichung mit (—1)

ii) Addition der neuen i-ten Gleichung zur j-ten
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iii) Multiplikation der i-ten Gleichung mit (—1)
und Typ III durch
i) Multiplikation der i-ten Gleichung mit %

Die Losungsstrategie besteht darin, durch elementaren Zeilenumformungen das
System so umzuformen, dafl zumindest eine der Variablen allein steht und abge-
lesen werden kann. Das Verfahren wird dann fiir die verbliebenen n — 1 Variablen
wiederholt, usw.

Beispiel 6.3 I;; bedeutet Vertauschen der Gleichungen i und j und IV;;(X) be-
deutet Addition der A-fachen i-ten Gleichung zur j-ten:

1-214+0-29+1-235+ 0-24=2
OIL‘1+3I‘2+OZE3+(—1)ZL‘4:6
OZL‘1+1$2+%ZL‘3+ 01‘4:0
1l‘1+0l‘2+1l‘3+ 0'[L‘4:
Ips, TVa3(—3) : 02141 -2+ 5 23+ 0 -24=0
Ol‘1+0l‘2—%l‘3+(—1)1‘4:6
Geben wir z.B. z4 beliebig vor, dann lesen wir ab: 3 = —8 — §x4, Ty =2+ §x4
und x; = 10+§x4. <

Das ist eine typische Situation: in Losungen linearer Gleichungssysteme
kénnen manche Variablen beliebig gewédhlt werden, andere sind eindeutig be-
stimmt, oder es kann auch gar keine Losung geben. Wir werden im 2. Semster Me-
thoden erarbeiten, mit denen die Menge der Losungen eines LGS charakterisiert
werden kann. Zunéchst fithren wir eine Matrixschreibweise ein, mit der lineare
Gleichungssysteme und die elementaren Zeilenumformungen sich iibersichtlicher
schreiben lassen.

Definition 6.4 Ein Schema der Form

ayjp a2 ... Qip

a921 a99 Ce QAop
A=

Am1 Am2 ... (Omn

mit a;; € K fiir alle 1 < i <m und 1 < j < n heiBt m x n-Matrix (iber K). Die
Menge aller m x n-Matrizen iber K wird mit M (m x n, K) bezeichnet.

Man schreibt auch A = (a;;) ;- ..., oder, wenn die Groe m x n klar ist, auch
j=1...,n

A = (a;j), mit dem Eintrag a;; auf der Kreuzung der i-ten Zeile mit der j-ten

Spalte. Der erste Index ist also der Zeilenindex, der zweite Index der Spaltenindex.

Wir identifizieren M (n x 1, K) mit K", d.h. wir schreiben Elemente aus K" in der
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1 1 Y1
Regel als Spalten © = (2;)i=1,.» = : |.Sind z = : VY = : €
Tn T Yn
K™ und ist A € K, so erklart man die Addition und die Multiplikation mit Skalaren

durch
1+ Az

T4y = : und AT = :
Tn + Yn ATy

SchlieBlich erkldren wir eine Matrixmultiplikation - : M (m xn, K) x K* — K™
wie folgt:

apy Qa2 ... Qg T a11%1 + 12T + - - - + A1 Ty
ag1 QA2 ... Q2q T 21T + A22T2 + -+ - + Q2p Ty,
am1 Am2 ... Amn Tp Am11 + Am2T2 + -+ Amn Ty

Die GroBe der Matrizen muf8 dabei passen, d.h. ein Produkt M (m x n,K) x K

ist fiir [ # n nicht erklart! Ist also A = (a;;) ;=1 ., und = (2;)j=1,..n, SO ist
i=1,..., n
A-x=b= (bi)izl ..... m mit bz = Z(IUSL’]’.
j=1
1 2 3 !
Beispiel 6.5 Sei A = (4 5 6) € M(2x3,R) und z = 2 | € R3 so
—1

. o 11+2:243-(=1) ) _ [ 2 )
IStA$_<4~1+5-2+6-(—1)>_<8)€R' )

Damit 1ét sich ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen mit n Unbe-
kannten schreiben als A -z = b, wobei A € M(m x n,K) und b € K™ gegeben
sind und die Losung x € K" gesucht ist. Wir konnen nun die elementaren Zeilen-
umformungen des LGS A - x = b in Matrixschreibweise formulieren:

Typ I Vertauschen zweier Zeilen von A und der entsprechenden Eintrdge von

b.

Typ II Ersetzen der j-ten Zeile von A durch die Summe aus der i-ten und j-ten
Zeile und Beibehalten der i-ten Zeile, sowie Ersetzen des j-ten Eintrags
von b durch die Summe aus i-tem und j-tem Eintrag von b und Beibe-
halten des i-ten Eintrags von b.

Typ III Multiplikation der i-ten Zeile von A und des i-ten Eintrags von b mit
A e Kx.
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Typ IV Ersetzen der j-ten Zeile von A durch die Summe aus dem A-fachen der
i-ten Zeile und der j-ten Zeile und Beibehalten der i-ten Zeile, und ent-
sprechend fiir die Eintrége von b.

Man sieht dabei, daf8 die elementaren Zeilenumformungen an der Losung © = (x;)
nichts d&ndern. Deshalb kann x gefahrlos weggelassen werden und die Zeilenum-
formungen einheitlich fiir die erweiterte Koeffizientenmatriz

ai ai12 P Q1np b1

921 929 P Qo b2
(A[b) =

Aml Gm2 - Gmn | Om

durchgefiihrt werden.

Beispiel 6.6 Wir wiederholen die Schritte aus Beispiel 6.3k

101 0]2 I3 10 1 0]2
IV13(—3) 1

030 -1/6] — 01 1 0/0

01 1 0]0 00 —2 —1/6

Eine solche Matrix heiflt in Zeilenstufenform. Durch Zeilenumformung vom Typ
IIT kann erreicht werden, dafl die erste von Null verschiedene Zahl jeder Zeile zu
1 wird:

101 0] 2
Mg (—2
W) 01 1ol o0
00 1 4[-8

SchlieBSlich kann mit Typ IV erreicht werden, daf} alle Zahlen oberhalb der ersten
1 jeder Zeile zu Null werden:

1 00 —2|10
IV3a(—2), TV31(—1
32(—3), IVa1(=1) 01 0 _g 9
1
001 18
Die Losung ist damit (wie zuvor) z3 = —8 — %m, Ty = 2+ %m und z; = 10+ §x4.

<

Eine niitzliche Definition ist also

Definition 6.7 Eine Matrix A € M (m x n,K) heiBt in Zeilenstufenform, falls gilt:

i) Es gibt eine Zahl » < m, so daB die Zeilen mit Index i = 1,...,r nicht
identisch Null sind, wahrend die Zeilen mit Index i = r + 1, ..., m identisch
Null sind.
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ii) Bezeichne j; := min{j : a;; # 0} den kleinsten Spaltenindex der Zeilen
1=1,...,7 mit Eintrag # 0, so gilt j; < Jo < -+ < J,.

Satz 6.8 Jede Matrix A € M (m x n,K) lifit sich durch endlich viele elementare
Zeilenumfomungen auf spezielle Zeilenstufenform

01 « ... % 0 =
000 ... 01 =«

O ¥ ¥
_ o O
EE

BN
Il
—_—o oo

O * % ¥

O O O O

bringen mit a;;, = 1 und ay;;, = 0 fir k # i, wenn j; == min{j : a;; # 0}. Ein
x steht fiir ein beliebiges Element aus K. Jede Zeile wird nach einer Reihe von
Nullen mit 1 begonnen, und zwar spdter als in jeder der vorangehenden Zeilen.
Oberhalb und unterhalb der fiihrenden 1 sind alle Eintrdge Null.

Bewers. Suche die erste Spalte j, die nicht identisch Null ist. Durch Zeilenvertau-
schung (Typ I) 148t sich erreichen, dafl der erste Eintrag a;; dieser Spalte # 0
ist. Teile die erste Zeile durch diesen Eintrag a;; (Typ III). Diese neue erste Zeile
wird nun festgehalten. Addiere zu jeder Zeile i = 2,...m das (—a;;)-fache der
neuen ersten Zeile (Typ IV). Dadurch wird a;; = 0 fiir alle ¢ > 1. Wiederhole das
Verfahren fiir die Zeilen 2 bis m, wobei j nun der kleinste Spaltenindex mit einem
a;; # 0 fiir ¢ = 2,...,m ist, u.s.w. Das Ergebnis ist eine Matrix in Zeilenstufen-
form, wobei jede Zeile nach einer Reihe von Nullen mit 1 begonnen wird. Durch
erneute Umformungen vom Typ IV werden dann (wie in Beispiel B6]) oberhalb
der fithrenden 1 jeder Zeile die Eintrége auf 0 gebracht. O

Definition 6.9 Die Anzahl der Zeilen einer Matrix A € M(m x n,K), die nach
Uberfiihrung in Zeilenstufenform nicht identisch Null sind, heiBt der Rang von A,
geschrieben rang(A).

Wir werden spiéiter sehen, dafl der Rang unabhéngig von der Wahl der elementaren
Zeilenumformungen ist.

Liegt die erweiterte Koeffizientenmatrix in spezieller Zeilenstufenform vor
(was nach Satz durch elementare Zeilenumformungen immer erreicht werden
kann, wobei sich nach Satz die Menge der Losungen des LGS nicht dndert),
so 1aBt sich die Losung des LGS A -z = b mit A € M(m x n,K) und b € K™ wie
folgt ermitteln:

Satz 6.10 (Gauflsches Eliminationsverfahren) Fs sei A-x = b ein lineares
Gleichungssystem, A € M(m x n,K) und b € K™. Die erweiterterte Koeffizien-
tenmatriz (A|b) liege in spezieller Zeilenstufenform vor.
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o [st rang(A|b) # rang(A) = r, d.h. b1 # 0, so gibt es keine Lisung,
denn die (r + 1)-te Gleichung 0 = Y7, a1 ;75 = byyy ist nicht losbar.

o [st rang(A|b) = rang(A), so sind die n — r Variablen x, mit k ¢
{j1,---,Jr} im Sinne von Definition[0.].7), welche also Stufen der Linge
> 2 entsprechen, freie Variablen. Sie kinnen beliebig aus K gewdhlt wer-

den.

e Die verbleibenden xj, mit i = 1,...,7 sind gebundene Variablen, de-
ren Wert sich nach Wahl der freien xzj bestimmt zu x;, = b, —
Zk¢{]1 ..... ]’r} a,szL'k. I:I

Offenbar gilt: Fiir n = r ist die Losung eindeutig bestimmt, fiir m = r (keine
Nullzeilen) ist das LGS fiir alle b € K™ lsbar. Achtung: die sofortige Losung des

.....

Zeilenstufenform vorliegt.

Ljy Lky
Mit y = : € K" fiir die gebundenen Variablen und w = : €
Zj, Lhn—r
K" mit ky < -+ < kyp ¢ {j1,...,Jrp fiir die freien Variablen und Zu-
sammenfassung der Matrixelemente ¢; = a;, zu einer Matrix C' = (¢y) €
M(r x (n —r),K) ergibt sich die Losung von A -z = b (in spezieller Zeilen-
b
stufenform) zu y = b—C-wmit we K" beliebig und b= : e K".
by
Beispiel 6.11
2 13 =2 1 I
ITI (1), IVi2(=5),IVi3(— 2 2 2
53 8 4|1 |[MEMEEMRER g1 F 2
4 15 —6| 9 0 -1 -1 =2 7
O . 1 01 =2 4
2 2 2 TVor(—1
1@ (1) 11 2|7 |™5 Y 011 2|7
000 0 O 000 0 O
Als Losung lesen wir ab:
T . 4 . 1 -2 ) xI3
) o -7 1 2 Ty
y b w
mit z3, 24 € K beliebig. Wir haben rang(A|b) = rang(A) = 2. q
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7 Vektorriaume

Vektorrdume sind der zentrale Gegenstand der linearen Algebra.

Definition 7.1 Sei K ein Korper. Eine Menge V' zusammen mit einer inneren
Verkniipfung + : V x V. — V (der Addition) und einer duBeren Verkniipfung
- K xV — V (Multiplikation mit Skalaren) heift Vektorraum iiber K, wenn
gilt:
(V1) V zusammen mit der Addition ist eine kommutative Gruppe. (Wie iiblich
wird das neutrale Element wird mit 0 € V' bezeichnet und das zu v € V
inverse Element mit —v.)

(V2) Fir die Multiplikation mit Skalaren gilt
A+p)-v=Xv+p-v, A(v+w)=Av+ A w,
A (pv) = Ot) -0, 1.v=v,
fir alle A\, p € K und v,w € V.
Ein Element eines Vektorraums V' heiBt Vektor.

Die wichtigsten Fille sind Vektorrdume iiber K = R und K = C, und schrei-
ben oft auch K statt K. Wir sprechen dann von reellen bzw. komplexen Vek-
torraumen.

Satz 7.2 In einem Vektorraum tiber K gilt
)0-v=0eV YoeV
i) A-0=0eV VAeK
iii) (=1)-v=—v YoeV
iv) \ro=0€V < AX=0oderv=0

Beweis. Beweis von 1),ii),iii) analog zu Kérpern am Ende von B2
iv):Ist \-v=0,aber \£0,s0giltv=1-v=A"A\)-o=X"1-(A-v)=0. O

Beispiel 7.3 (fiir Vektorriume)
i) K" ={2 = (21,...,2,) : z; € K} ist ein Vektorraum mit Addition
(1, o)+ (W1, Yn) = (1 + Y1, T+ Yn)
und skalarer Multiplikation
A(xg, o xy) = (A, .., Axy,)
Wir schreiben Vektoren aus K™ oft auch als Spalten statt als Zeilen.
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ii) Der Vektorraum M (m xn, K) der (m x n)-Matrizen mit Eintrégen aus K
ist ein Vektorraum mit komponentenweiser Addition und skalarer Mul-
tiplikation: Schreiben wir A = (a;;), B = (b;;) € M(m x n, K), so ist

A + B = (CLZ']' + sz) s A A= ()\aij) .

iii) C kann als reeller Vektorraum aufgefaft werden durch - : R x C — C,
(A, z+1y) — Az +i)y. q

Im Laufe dieser Vorlesung werden wir weitere wichtige Beispiele fiir Vek-
torrdume kennenlernen. Hier ein Ausblick ohne Erlduterungen:

e Polynome

e konvergente Zahlenfolgen, Nullfolgen, Potenzreihen

stetige Funktionen, differenzierbare Funktionen, integrierbare Funktio-
nen

lineare Abbildungen

lineare stetige Operatoren auf Hilbert-Réumen

Definition 7.4 Sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heiBt Untervektor-
raum, wenn

(UV1) W # 0

(UV2) vweW = v+weW
(d.h. W ist abgeschlossen beziiglich der Addition)

(UV3) veW , Ae K = XoveW
(d.h. W ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation mit Skalaren)
Ein Untervektorraum ist automatisch ein Vektorraum. Beispiele sind
i) der Nullvektor W = {0}

ii) Vielfache W = {A-v : X € K} eines ausgewihlten Vektors v € V,
speziell jede Gerade in der Ebene durch den Nullpunkt, W = {(x,y) €
R? : ax + by = 0} fiir a,b € R.

Satz 7.5 Seien W; mit i € I (Indexmenge) jeweils Untervektorriume von V', so

ist der Durchschnitt W := (,c; W; €V wieder ein Untervektorraum von V.

Beweis. 0 € W; Vi € I, also 0 € W (damit ist W nicht leer). Seien v,w € W, so
sind v,w € W; Vi € I. Dann ist auch v +w € W; Vi € I und somit v +w € W.
Analog ist A\-v e W. O

Dagegen ist die Vereinigung von Untervektorrdumen im allgemeinen nicht
wieder ein Untervektorraum. Man kann eine solche Vereinigung aber zu einen
Vektorraum abschliefen.
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Definition 7.6 (Linearkombinationen) Seien vy,...,v, € V (nicht notwen-
dig verschiedene) Vektoren aus V. Ein Vektor v € V heiBt Linearkombination von
V1, ..., U, Wenn es Ay, ..., A\, € K gibt, so daB3

U:)\l'vl_'_"'_'_)\r'vrzz)\i'vi-
=1

Wir bezeichnen mit

spanK(vl,...,vr):{ZAi-vi : )\iGK}
i=1

den Raum aller Linearkombinationen von wvy,...,v,. Offenbar ist
spang (vy,...,v,) ein Untervektorraum von V', er heifit der durch vq,..., v,
aufgespannte (oder erzeugte) Untervektorraum.

Die Definition 148t sich verallgemeinern auf Untervektorrdume, die von einer
Familie (v;);e; aus moglicherweise unendlich vielen Vektoren aufgespannt wird.
Dann ist span(v;);c; definiert als die Menge aller endlichen Linearkombinatio-
nen, d.h. zu jedem v € spang(v;);c;r gibt es Indizes iy,...,4, € [ und Skalare

ALy A € Ko sodaBBo =70 A

Beispiel 7.7 (fiir Linearkombinationen)

i) Fir V = R? und vy,v, € V ist spang(v;) die Gerade durch 0 und vy,
falls v; # 0, und spang(vy, vo) die Ebene durch 0, vy, vy, falls v; # 0 und

vy ¢ spang(vy).

ii) Im Vektorraum K" setzen wir ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an
der i-ten Stelle steht. Dann ist spang(e;)i=1,.., = K™ <

Im weiteren wird es wichtig sein, ob sich ein Vektor v € V' in eindeutiger Weise
als Linearkombination von vorgegebenen Vektoren vy, ..., v, darstellen 148t oder
nicht.

Definition 7.8 Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Familie von endlich vielen Vek-
toren vq,...,v, heiBt linear unabhingig (bzw. die Vektoren vy,..., v, heiBen line-
ar unabhangig), wenn aus \; - v + -+ A - v, = 0 fiir Ay,..., A € K folgt
A= ==X =0.

Eine beliebige Familie (v;);e; heifit linear unabhéngig, wenn jede endliche Teil-
familie linear unabhéngig ist. Entsprechend heifit eine Familie (v;);cs, die nicht
linear unabhéngig ist, linear abhdingig. In diesem Fall gibt es also v;,,...,v; # 0
mit 41,...,%4, € I und Aq,..., A\, # 0 mit Z;Zl)\j -v;, = 0.

30

Preliminary version — 31. Januar 2018



(%]
Satz 7.9 Eine Familie (v, ...,v,) von Vektoren v; = : e K™ ist genau

U
dann linear unabhdingig, wenn fir die Matric A = (v;;) € M(m x n, K) gilt
rang(A) = n.

Beweis. Nach Definition des Matrixprodukts gilt
Mo+, =0 & A-z=0

A
mit r = : € K". Die Familie (vq,...,v,) ist also genau dann linear
An
unabhéngig, wenn A - x = 0 nur die triviale Losung = = 0 besitzt. Das erfordert
rang(A) = n. O
1 4 7
Beispiel 7.10 Sei z.B. vy = | 2 |,vo =1 5 |, v3 = | 8 | so betrachten
3 6 9
wir
147IV2IV312 3[[[1[\/6 L 23
A= 25 8 | MLWEN [ g g | RO L o
3 69 0 —6 —12 000
Damit ist (v, ve,vs3) nicht linear unabhéngig. Dagegen ist (vy,v2) linear un-
abhéngig, denn Weglassen der 3. Spalte ergibt rang(vy, vy) = 2. <

Wir werden spéter sehen, dafl in beliebigen endlich erzeugten Vektorrdumen
die lineare Unabhéngigkeit stets durch Losen linearer Gleichungssysteme ermit-
telt werden kann.

Satz 7.11 Fir eine Familie (v;);cr sind folgende Bedingungen dquivalent:
1) (v;)ier ist linear unabhdingig

ii) Jeder Vektor v € spany (v;)ier lafst sich in eindeutiger Weise als Linear-
kombination von Vektoren aus (v;);er darstellen.

Beweis. 1)=-ii). Sei v € spany (v;);c; auf zwei verschiedene Arten als Linearkom-

bination darstellbar,
v:Z)\imi :me “ U,

iel el
wobei nur endlich viele Skalare A;, i ungleich Null sind. Es gibt also eine endliche
Teilmenge J C [ (Vereinigung der Indizes 4,4, fiir die A; # 0 oder uy # 0), so

daB
> =) v =0.

jedJ
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Da nach Voraussetzung i) jede endliche Teilfamilie von (v;);c; linear unabhéngig
ist, ist \; = p; fiir alle j € J und weiter fiir alle ¢ € I (auf dem Komplement

ii)=-1). Der Nullvektor 148t sich als Linearkombination von (v;);c; darstellen,
in der séamtliche Skalare Null sind. Ist die Linearkombination eindeutig, so ist
(v3)ier linear unabhéngig. O

8 Erzeugendensystem, Basis und Dimension

Definition 8.1 Eine Familie (v;);c; von Vektoren v; € V heiBt Erzeugendensystem
von V', wenn V' = span(v;);cs, wenn also jeder Vektor v € V' eine endliche Linear-
kombination von (v;);er ist.

Ein Erzeugendensystem B = (v;);c; heiBt Basis von V', wenn B linear unabhingig
Ist.

Der Vektorraum V' heiBt endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem
B = (v1,...,v.) von V gibt.

Beispiel 8.2 (fiir Erzeugendensysteme und Basen)

i) Im Vektorraum K" ist B = (ey,...,e,), mit ¢; = (0,...,0,1,0,...,0),
ein Erzeugendensystem, denn jeder Vektor x = (xy,...,x,) 148t sich
schreiben als z = >  x;e; mit z; € K. Das Erzeugendensystem ist
linear unabhéngig und deshalb eine Basis, die Standardbasis des K™.

ii) Im Vektorraum M(m x n, K) ist B = (£j;)i=1,..m mit
j=1

0
0 : 0
0
E;=1 0 010 o1,
0
0 : 0
0

wobei die 1 im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte steht,
ein Erzeugendensystem. Jede Matrix A = (a;;) 148t sich darstellen als
A =370 Y0 aijBij. Das Erzeugendensystem ist linear unabhéingig
und deshalb eine Basis, die Standardmatrizbasis.

iii) In C, aufgefafit als reeller Vektorraum, ist B = (1,1) eine Basis, denn jede
komplexe Zahl kann als z =z -1+ y -1 mit x,y € R geschrieben werden.

Fassen wir C = C! dagegen als komplexen Vektorraum auf, dann ist
B = (1,i) zwar ein Erzeugendensystem, aber keine Basis mehr, denn 1
und i sind nicht mehr linear unabhéngig iiber C: 1-1+1i-i= 0. <
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Ist B = (v1,...,v,) ein endliches Erzeugendensystem bzw. eine endliche Ba-
sis, dann ist jede Permutation (Umordnung) der Vektoren v; wieder ein end-
liches Erzeugendensystem bzw. eine endliche Basis. Z.B. ist B = (vq,vs,v3)
mit v; = (1,0,0), v2 = (0,0,1), v3 = (0,1,0) eine Basis von K3 aber es
ist {ibersichtlicher, statt B mit der durch Umordnung erhaltenen Standardbasis
(v1,v3,v9) zu arbeiten.

Fiir die Definition einer Basis gibt es mehrere dquivalente Moglichkeiten. Wir
beschrénken uns zunéchst auf endlich erzeugte Vektorrdume:

Satz 8.3 Flir eine Familie B = (vy,...,v,) von Vektoren v; € V., V # {0}, sind
folgende Bedingungen dquivalent:

i) B ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V' (also eine Ba-
§is).
ii) B ist ein Erzeugendensystem von V', aber (vi,...,Up_1,Vp11,...,0y) ist

fiir jedes 1 < r < n kein Erzeugendensystem mehr.

iii) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte A1,..., N\, € K mit v =
ST N vy (Eindeutigkeit der Zerlegung von v nach der Basis).

=1
iv) B ist linear unabhdngig, wihrend (vq,...,v,,v) linear abhingig ist fir
allev eV.
Beweis. 1)=ii). Ware (v1,...,0r_1,0p41,...,0,) €in Erzeugendensystem, dann

gibt es A\i,..., M 1, Apg1y .o, Ay € K mit v, = 22_11)" U DD ENEP VI
Damit ist 0 = S A - v + (=1) - v, + > j—ri1j - Uy, so daB B nicht hnear
unabhéngig wére.

ii)=-iii). Angenommen, es gibt ein v € V und fiir dieses zwei verschiedene

Darstellungen
v:ZAi-vi und vzz,ui-vi
i=1 i=1

mit A\, # p, fiir mindestens ein r. (Es gibt mindestens eine Darstellung, da B
Erzeugendensystem.) Subtraktion beider Gleichungen und Division durch (A, —

i) ergibt

r—1 n

Ai — Aj —
e Ay A,
=1 Hr — j= r+1
Das wiirde bedeuten, daf§ (v, ..., v,_1,Vp41,. .., U,) €in Erzeugendensystem wére,

denn in einer Linearkombination lieSe sich v, durch die v;,v; mit i,j5 # r aus-
driicken, im Widerspruch zu ii).

iii)=-iv). Nach Satz[[Tlist B linear unabhingig. Andererseits gibt es fiir jedes
veV Skalare Ay,..., A\, € Kmit 0=> " X\;-v;+(—1)-v, so daB (vy,...,v,,0)
nicht linear unabhéngig ist.
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iv)=1i). Da (vq,...,v,,v) fiir alle v € V linear abhingig ist, gibt es
A1, .oy An, A € K, welche nicht alle gleich 0 sind, mit 0 =) "" | A;-v; +A-v. Wire
A =0, s0 auch \; =0 fiir alle : = 1,...,n, da B linear unabhéngig ist. Also ist

A # 0 und somit
’U—;T'Ui.

Damit ist B ein Erzeugendensystem. O

Die wichtigste FEigenschaft einer Basis ist die Eindeutigkeit der Zerlegung eines
gegebenen Vektors nach einer Basis des Vektorraums. Ist eine Basis fixiert, dann
kann man an Stelle des Vektors v € V' mit einem Tupel von Zahlen (Aq,...,\,)
mit \; € K arbeiten. Diese Zahlen \; heiflen die Koordinaten von v = Z?Zl Ai U
beziiglich der Basis (vq,...,v,).

1 2
Beispiel 8.4 Es sei V = spang(vy,v9,v3) mit vy = | 2 |, oo =1 3 |, v3=
4 5
1
3 |. Wir iiberpriifen, ob (v, vs, v3) linear unabhéngig sind durch Berechnen
6
des Rangs der Matrix A = (v;5):
L2 IVia(=2) , IVig(—4 121 IVa3(—3 b2 1
A=[233 SR R 259 o -1 1
4 5 6 0 -3 2 0 0 -1
Folglich ist (vy,vs,v3) linear unabhéngig, auerdem Erzeugendensystem von V
2
und damit Basis. Falls w = | 2 | € V, so muB es eindeutig bestimmte Koeffi-
3

zienten A, Ay, A3 € R geben mit w = A\jv; + Ayvg + A3v3. Das ist aber gerade ein
lineares Gleichungssystem

1 2 1|2 Tl TV (4 1 2 1| 2
(Aw)= [ 2 3 3|2 | M=CLACE g 1 1] 9
4 5 6|3 0 21 -5
IV: L2 1 IVas(1), TV: I113(—1) L 3
2900 -1 1]- 2 W), HED —1 o -1
0 0 -1 0 0 1]-1
121 (2), HIx(-1) L0 01
2@ HECD g 1 o) 1
00 1]-1
welches die Koeffizienten \; = =1, \3 = —1 liefert. Insbesondere ist w € V.
<
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Wir fithren nun mit der Dimension eine zentrale Charakterisierung von Vek-
torrdumen ein. Zunéchst gilt:

Satz 8.5 Ist V' nicht endlich erzeugt, dann gibt es eine unendliche linear un-
abhdngige Familie von Vektoren.

Beweis. Durch Induktion nach der Anzahl n linear unabhéngiger Vektoren von
V: Seien (vy,...,v,) linear unabhéngig. Wére (vy,...,v,,v,41) linear abhingig
fiir jedes v,11 € V, so wére (vy,...,v,) Erzeugendensystem, Widerspruch. U

Die zentrale Eigenschaft ist:

Satz 8.6 Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann besteht jede Basis von
V' aus der gleichen Anzahl von Vektoren.

Der Beweis wird spater nachgeholt. Wir vermerken:

Definition 8.7 In einem Vektorraum V iber K heiBt die durch

0 falls V= {0},

n falls V' endlich erzeugt ist und eine aus n Vektoren
bestehende Basis besitzt,

00 falls V' nicht endlich erzeugt ist

dlmKV =

definierte Zahl die Dimension von V.

Offenbar ist dimg(K™) = n und dimg(C) = 2, aber dim¢(C) = 1. Wir schreiben
auch dim(V) statt dimg(V'), wenn der Korper klar ist. Die Dimension ist eine
entscheidende Charakterisierung eines Vektorraums.

Der Beweis von Satz erfordert etwas Vorarbeit, die von eigenem Interesse
ist.

Satz 8.8 (Austauschlemma von Steinitz) Es sei (vy,...,v,) Erzeugenden-
system (bzw. eine Basis) eines Vektorraums V iber K und w = i \jv; mit
A # 0 fir einr € {1,...,n}. Dann ist auch (vy,..., V01,0, Vpy1,...,0,) €in
Erzeugendensystem (bzw. eine Basis) von V.

Beweis. Unter den Voraussetzungen gilt

1 < -\ "L\
— AR .
vr—)\—r.w—i—; N .vl—i-jzr;rl X (e

Sei v € V ein beliebiger Vektor, dann gibt es pi1, ..., u, € K mit v =Y " | f1;- v;.
FEinsetzen von v, liefert

r—1 n
,ur)\i 228 ,ur)\
o= (=50 ) e e 30 (=) e
i=1 T T j=r+1 T
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Damit ist (vy, ..., Up_1, W, Vpy1, ..., 0,) €in Erzeugendensystem.

Ist B = (vy,...,v,) Basis, dann betrachten wir zur Untersuchung der linearen
Unabhéngigkeit
r—1 n
OZZM'U@'+M'7~0+ Z My V5
=1 j=r+1

Einsetzen von w liefert

r—1 n
0= i+ pAi) - vi+ pde - ve+ Y (15 + pAg) - vj
i=1 j=r+1

Da B linear unabhéngig, folgt p; + puA; = 0 fiir ¢ # r und pA, = 0, also p =0
und dann p; = 0. U

Satz 8.9 (Basisauswahlsatz) Aus jedem endlichen Erzeugendensystem lajfst
sich eine Basis auswdhlen. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektorraum
eine Basis.

Beweis. Man nehme aus einem endlichen Erzeugendensystem einzelne Vektoren
weg, so dafl die reduzierte Familie immer noch ein Erzeugendensystem des Vek-
torraums bleibt. Ist das nicht mehr moglich, so liegt eine Basis vor. O

Satz 8.10 (Austauschsatz) In einem Vektorraum V dber K sei B =
(v1,...,v,) eine Basis und (wi,...,w,) eine linear unabhdingige Familie von
Vektoren aus V. Dann ist v < n, und es gibt paarweise verschiedene Indizes
i1,. .0 € {1,2,...,n}, so daff man nach Austausch von v;, durch w; fir alle
1 < j < r wieder eine Basis von V' erhdlt. Nach Permutation der Indizes (Um-
numerierung) erreicht man, dafi B* = (wy,..., W, Vpi1,...,0,) €ine Basis von

V' ist.

Beweis. Wir tauschen schrittweise die Basisvektoren aus. Im ersten Schritt finden
wirein 1 < s <n,sodal (vq,...,vs 1, W1, Vs11, ..., V,) eine Basis ist. Nun nennen
wir v; — v, und ordnen durch Vertauschen von v, <+ w; die Basis um, so daf
(w1, vg,...,v,) eine Basis ist.

Dann gibt es 1, Aa, ..., A, € K mit wy = pg - wy + Y15 Ai - v;. Mindestens
eines der \; ist von 0 verschieden, denn sonst wére ws = pq - wy, und die Familie
(w1, ..., w,) wire nicht linear unabhéngig. Es 1d8t sich deshalb ein vg mit 2 <
s < n durch wy austauschen, so dafl nach Umnumerierung (wy, ws,vs ..., v,) eine
Basis von V ist.

Ist » < n, so fithrt die wiederholte Anwendung dieses Verfahrens auf eine
Basis (w1, ..., Wr, Vpi1,...,0,). Wire r > n, dann erhalten wir im n-ten Schritt
eine Basis (wy, ..., w,) von V. Dann ist w,; nach dieser Basis zerlegbar, so daf§
(w1, ..., w,) fiir r > n nicht mehr linear unabhéngig wire. O

36

Preliminary version — 31. Januar 2018



Beweis von Satz[80. Seien zwei Basen By = (vq,...,v,) und By = (wy,...,w,)
von V' gegeben. Ist n < r, dann wére nach Satz B nicht linear unabhéngig,
also keine Basis. Ist n > r, dann wére nach Satz Bi nicht linear unabhéngig,
also keine Basis. Folglich gilt n = r. U

Satz 8.11 Ist W C V' Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums 'V,
so ist auch W endlich erzeugt, und es gilt

i) dim(W) < dim(V),
ii) aus dim(W) = dim(V) folgt W = V.

Beweis. 1) Ware W nicht endlich erzeugt, dann gébe es nach Satz KX eine unend-
liche linear unabhéngige Familie, die auch in V' linear unabhéngig wére, Wider-
spruch. Ebenso kann es nach dem Austauschsatz hochstens n := dimg (V) linear
unabhéngige Vektoren in W geben.

ii) Sei dim(W) = dim(V) = n und (wy,...,w,) eine Basis von W. Wire
V # W, so gibt es ein v € V' \ W, das keine Linearkombination von (wy, ..., w,)
ist. Damit wére (wy, ..., w,,v) linear unabhéngig, Widerspruch. 0

Dieser Satz ist sehr hilfreich. Wenn wir schon wissen, dafl ein Vektorraum V'
die Dimension n hat und n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, € V gegeben
sind, dann ist W = span(vy,...,v,) ein Untervektorraum, in dem (vy,...,v,)
eine Basis ist. Aus der Gleichheit der Dimensionen folgt W = V., also ist
(v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Es ist wesentlich einfacher, die lineare
Unabhéngigkeit mit dem Gauflschen Algorithmus fiir lineare Gleichungssysteme
zu iiberpriifen als die Eigenschaft des Erzeugendensystems. Daraus wird die Be-
deutung der Dimension ersichtlich.

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist:

Satz 8.12 (Basiserginzungssatz) In einem endlich erzeugten Vektorraum V
sei eine Familie (wy, ..., w,) von linear unabhdngigen Vektoren gegeben. Dann
lafit sich diese Familie zu einer Basis (wy, ..., Wp, Upy1,...,0,) von V' erginzen.

Beweis. Man nehme irgendeine Basis von V' und wende den Austauschsatz an. [

In nicht endlich erzeugten (also unendlich-dimensionalen) Vektorraumen gibt
es einige Besonderheiten. Zwar gilt unter Benutzung des Auswahlaxioms, dafl
auch jeder unendlich-dimensionale Vektorraum eine Basis besitzt, jedoch kann
man eine solche nicht angeben. Spéater fiithren wir unitire und euklidische Vek-
torrdume ein, welche auch unendlich-dimensional sein kénnen. In diesen gibt es
sogenannte Orthonormalbasen, so dafl sich jeder Vektor als eindeutige unendli-
che Linearkombination darstellen 148t, was Methoden der Analysis erfordert. Die
Orthonormalbasen sind dann keine Basen im Sinne von Definition
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Definition 8.13 Sei V' ein Vektorraum und Wy,..., W, C V Untervektorraume.
Dann heiBt

W=Wy+---+W,:={veV : esgibtv,e W, mtv=v1+---+0v, }

die Summe von Wy, ..., W,.

Offenbar ist W wieder ein Untervektorraum von V, und es gilt dim(};_, W;) <
S dim(W;). Fiir » = 2 kénnen wir mehr zeigen:

Satz 8.14 Fiir endlich-dimensionale Untervektorriume Wi, Wy C V' gilt

Beweis. Wi N Wy ist ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V. Man

nehme eine Basis (v1,...,v,) von W; N Wy und ergénze sie zu Basen
(U1, oy Oy W1, ..y wy) von Wy und (vy, ..., U, w4, ..., w?) von Wy, Damit wird
Wi+ Wy von B = (v1,..., 0, W1, ..., W, w, ..., w,) erzeugt. Wir zeigen: B ist

linear unabhéngig, also Basis. Dazu sei

0= Z)\ivi + Zujwj+z,u;€wk .
i=1 j=1 k=1

~— ——
=veWi =—veWs

Das bedeutet v € Wy N W, also p; = 0 und g, = 0 und somit v = 0. Aus der
linearen Unabhéngigkeit von (vy, ..., v,,) folgt schlieBlich auch \; = 0. Damit ist
ist dim (W + Ws) = m+r + s sowie dim(W;) = m +r und dim(Ws) = m +s. O

Um eine Basis von W; N W5 zu erhalten, wahlt man zundchst Basen
(wq, ..., wg) von Wy und (wgyq,...,w;) von Wy, Ein Vektor aus Wy N Ws liegt
insbesondere in W7 und W5 und 148t sich somit darstellen als v = Zle AiU; =
Zé‘:k +1(=Aj)w;. Dieses Problem 148t sich als lineare Gleichungssystem A -z =
mit A = (vy, ..., U, Vks1,.-.,0) und x = (Aq, ..., Ak, Agst, - - -, Ay) auffassen.
Ist rang(A) = r, so gibt es [ — r freie Variablen unter den \;, d.h. es gilt
dimW; N W, = | — r. Durch Trennen in YF | \u; = Z;‘:kJrl(_)‘j)wj 148t sich
eine Basis von W; N Wy ablesen.

1
Beispiel 8.15 Sei W) = span(vy, vg, v3) und Wy = span(vy, vs) mit vy = | 2 |,
3
4 7 1 0
vp=1| 5 |,v3=1| 8 | sowievy=| 5 |,v5s=| 2 |. Nach Beispiel
6 9 0 1

gilt dim(W;) = 2, insbesondere W, = span(vy, v2). Die Dimension dim(W3) = 2
ist klar. Setzen wir A = (vy, v9, V4, V5), S0 suchen wir zur Bestimmung von W;NW,

38

Preliminary version — 31. Januar 2018



die Losungsmenge x € R* des LGS Az = 0 durch elementare Zeilenumformungen.
Die rechte Seite b = 0 kann weggelassen werden:

1410 1 4 10 14 1 0
2552 ]|—[0-3 32]—[01-1 -2
3 6 01 0 -6 -3 1 00 -9 -3
14 1 0 140 —1 100 1
101 -1 211010 —5]—=[010 —3
1 1 1
00 1 3 001 3 001 3
A 3
Damit ergibt sich | Ao |+ | —1 |- % = 0 und A5 € R beliebig. Das bedeutet
A4 1
D145 NV = 2% - (=3v; + v2 — vy + 3v5) = 0, d.h. Linearkombinationen von
-1
3U1 — Uy = 3U5 — Uy = 1
—— N—— 3
eWy cWs

spannen WiNW, auf. Somit ist dim(W;NW5) = 1 und nach der Dimensionsformel
(Satz BI4) dim(W; + Ws) = 3. 4

Aus Satz erhdlt man schrittweise eine allgemeine Dimensionsformel fiir
Summen von Vektorrdumen. Dabei entstehen komplizierte Durchschnitte (W; N
(Wi+---4+W,_y) fiir L = 2,...,r, die sich im allgemeinen nicht besser ausdriicken
lassen. Besonders transparent ist folgende Situation:

Definition 8.16 Sei V' ein Vektorraum und Wi, ..., W) Untervektorraume von V.
Ein Vektorraum W heiBt direkte Summe der Untervektorraume W1, ..., W}, bezeich-

net mit
W=W,eWe®---®& W,

wenn gilt:
(DS1) W =Wy +---+ W,

(DS2) Von Null verschiedene Vektoren wy; € Wy, ..., wy € Wy sind linear un-
abhangig in V.

In diesem Fall gilt dim(1W) = 3¢ dim(W;).

9 Polynome

Ein Polynom in z mit Koeffizienten in C ist ein formaler Ausdruck der Form

n
f(l‘):an$n+an_11‘n_1+---+a1;p+a0:Zaixi’ a; € C.
=0
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Die Menge aller solcher Polynomome wird mit C[z] bezeichnet, bzw. mit R|x]
wenn a; € R. Die Unbestimmte x werden wir zunéchst als z € C oder x € R

auffassen; spater werden Verallgemeinerungen wichtig. Es gibt eine offensichtliche
Addition

n m max(m,n)
(Z ai:ci> + (Z bl-xl) = Z (a; + b))z,

i=0 i=0 i=0
wobei a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir ¢ > m gesetzt wird, und eine kompati-
ble Multiplikation mit Skalaren A(Z?:o aixi> = >+ o Aa;z". Damit bildet Clz]
einen Vektorraum iiber C. Das Nullpolynom f(z) = 0 (alle a; verschwinden) ist
das neutrale Element.

Auflerdem erhélt man durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen

von z eine Multiplikation (wodurch C[z] zu einem Ring wird)

n m m-—+n k
( E aixz) . ( g bjxj) =: E et Cp = E ag—jbj .
i=0 §=0 k=0 =0

(Es wird wieder a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir j > m gesetzt.) Die auftretenden
Summanden ergeben sich aus den Diagonalen im folgenden Schema (mit k =
max(m,n)):

abg arby e aby,
GQbo\ . ag'bk
a1bg a1by . a1 by,
aobg \aobl \aobg . aoby,

Der maximale Exponent von z, fiir den der Koeffizient in f(z) ungleich Null
ist, heifit der Grad des Polynoms und wird mit deg(f) bezeichnet. Genauer ist

fir f(z) =320, @i’

[ — fir f=0
deg(f) = { max{i € N : a; # 0} sonst

Konstante, aber nichtverschwindende, Polynome haben den Grad 0. Es gilt

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)),  deg(f-g) = deg(f) + deg(g)

(mit (—o0) +n = —oo und (—00) + (—00) = —00).

Satz 9.1 (Division mit Rest) Sind f,g € Clz| und ist g # 0, dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome q,r € Clx]| mit

f=q-g+7, deg(r) < deg(g) .
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Beweis. 1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit. Sei f =q-g+r=¢ -g+1’
mit deg(r) < deg(g) und deg(r’) < deg(g), dann folgt

(g—¢)-g=r"—r.

Wire q # ¢/, dann ist der Grad der linken Seite deg((¢—¢’)-g) > deg(g), wihrend
der Grad der rechten Seite deg(r’ — r) < deg(g) ist, Widerspruch. Also ist ¢ = ¢’
und dann r =7’

ii) Existenz der Polynome durch explizite Konstruktion mittels “Division mit

Rest”. Sei f = Zai:pi und g = Zbixi, mit a,,b,, # 0. Firn < mist ¢ =0
i=0 i=0
und r = f. Sei also n > m. Wir setzen

an n—m
q=3-2"",  fo=F-aw-9g-
Da der hochste Koeffizient von f durch Subtraktion entfernt wurde, gilt
deg(fa)y) < deg(f). Auf diese Weise konstruiert man eine Folge von Monomen
Ay = cpx'™® | so daB fiir fay = foer) — au) - g gilt deg(f)) < deg(fx_1)). Das
Verfahren bricht im [-ten Schritt ab, wenn deg(fi)) < deg(g). Dann ist r := f(

und q := quy + -+ qq). O

Beispiel 9.2 Es sei f = 2% und g = 22? + 7, also ag = 1 und by = 2. Dann ist

qq) = Z—;:p?’*z = %x und fq) = f — %x (222 + ) = —%xQ. Im néchsten Schritt ist
~1

qo) = Fa’ = —i und fo) = fa) + i (222 +12) = ix. Hier bricht das Verfahren

ab. Somit gilt 2* = (2 — 1)(22% + z) + fx. q

Ist 7 = 0 in Satz [@.1], so heifit g ein Teiler von f.

Definition 9.3 Eine Zahl a € C heiBt Nullstelle eines Polynoms f = > a2,
wenn f(a) =>""  a,a’ = 0.

Satz 9.4 Eine Zahl o € C ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f € Clx],
wenn x — « Teiler von f ist.

Beweis. Fiir deg(f) = 0 hat f keine Nullstellen, fiir deg(f) = —o0 ist f = 0 und
x — « ein Teiler fir beliebige oo € C. Verbleibt deg(f) > 1. Die Division mit Rest
liefert eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € Clx] mit f = ¢ - (x — «) + r und
deg(q) = deg(f) — 1, deg(r) < deg(z — ) = 1, also r € C. Dann ist f(«a) =r. O

Hat auch ¢ eine Nullstelle as, so lafit sich ein weiterer Linearfaktor x — as
abspalten, usw. Aus der Abbruchbedingung der Division mit Rest folgt, dafl ein
Polynom vom Grad n > 0 hochstens n Nullstellen haben kann.
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Satz 9.5 (Identitéitssatz fﬁr Polynome) Stimmen die Werte der Polynome
f(x) = Z a;x" und g(x Z bix' an n+ 1 verschiedenen Stellen tiberein, dann

= =0
gilt a; = bi fir allei =0,...,n und somit f(x) = g(x) fir alle x € C.

Beweis. Das Polynom f — g hat n + 1 verschiedene Nullstellen und einen Grad
< n. Damit ist f — g das Nullpolynom. 4

Folgerung 9.6 Die Polynome in = vom Grad < n bilden emmen n + 1-
dimensionalen Vektorraum P,[z]. Durch B = {2° ', 2? ... 2"} ist eine Basis
in P,[x] gegeben.

Dagegen ist Clx] nicht endlich erzeugt.

Beweis. Das Nullpolynom ist das Nullelement. Klar ist, dafl P,[x] durch B erzeugt
wird. Ist Y1 ja;z’ = 0, so folgt a; = 0 nach dem Identitéitssatz. Da C[z] den
Untervektorraum P, (z) fiir jedes n enthélt, muff dim(C|x]) = oo gelten. O

Je nach Problemstellung konnen sich andere Basen als sinnvoll erweisen. Be-
sonders niitzliche Basen tragen z.T. eigene Namen. Erwédhnt seien Polynome von
Hermite, Laguerre, Legendre, Tschebyschew, Jacobi, Gegenbauer.

Der Identitétssatz liefert die sehr wichtige Methode des

9.7 Koeffizientenvergleich. Gibt es fiir ein Polynom zwei Darstellungen, so
sind die entsprechenden Koeffizienten einander gleich.

Satz 9.8 (Additionstheorem der Binomialkoeffizienten) Fiir alle s,t € C

und n € N gilt
) <S)< _t ) <8 t)
Z k) \n—k n '
k=0

Beweis. 1) Sei zunéchst s,t € N. Dann gilt

s+t
t
(1+SL’)SH: E <S+ ):c"
n

n=0

(1+x)5-(1+x)t:(§<) lt C)xl 2 kH <Z)<I;)>x"

n

Die Behauptung folgt aus Z < ) ( ) Z ( ) (n B ) und Koeffizienten-

k+l=n =0
vergleich.

ii) Sei s € C und ¢t € N. Interpretieren wir beide Seiten des Additionstheorems
als Polynome in s, dann stimmen diese nach i) in unendlich vielen Stellen iiberein,
nach dem Identitétssatz dann fiir alle s € C.
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iii) Fir s,t € C werden schliellich beide Seiten bei festem s als Polynome in ¢
aufgefafit, die nach ii) an unendlich vielen Stellen {ibereinstimmen, damit iiberall.

g

Definition 9.9 Seien f,g € Clz] Polynome, mit ¢ # 0, und sei A C C eine
Teilmenge, die alle Nullstellen von ¢ enthilt. Dann heiBt der fir x € C\ A erklarte

Quotient R(z) = gé % eine rationale Funktion.

Durch Polynomdivision 148t sich der Definitionsbereich maximal erweitern. Fiir
rationale Funktionen gilt

Satz 9.10 (Partialbruchzerlegung) Fir ag,aq,...,a, € C und vy,...,v, €
N* sei g(x) = ap(x — ap)” -+ (x — ay)"™ ein Polynom vom Grad deg(g) =
1+ -+ + vy, Dann gibt es zu f € Clz] ein eindeutig bestimmtes Polynom q
vom Grad deg(f) — deg(g) (mit ¢ = 0 falls deg(f) < deg(g)) und eindeutig
bestimmte Koeffizienten by ;, € C mit k =1,...,n und j, = 1,... 1%, so dafs fiir
alle x ¢ {aq,...,a,} gilt

Vi

f = LY e

) (r —«
9l k=1 jp=1 k)

bi1 br,2 Ok 1, )
+Z<x—ak (:1c—ozk)ZJF +(:16—(Jzk)"k '

Diese Darstellung heifst Partialbruchzerlegung.

Beweis. Das Polynom ¢ wird durch Division mit Rest erhalten, f = ¢q-¢g + r.
Damit geniigt es, den Satz fiir rationale Funktionen g mit deg(f) < deg(g) und
¢ = 0 zu beweisen. Wir schreiben g(x) = (x —aq)"*h(z) mit h(ay) # 0. Dann gilt
fir x ¢ {oq,...,an}

flz) 1 (f(l“) f
g(z)  (z—a) h
1 (f@)h(al — f(aa)h(x) f(%))

) .

(xr —aq)

Da f(x)h(a1) — f(aq)h(z) die Nullstelle x = ay hat, gibt es ein Polynom f’(x)
vom Grad deg(f) — 1 mit

f(@)h(an) = fle)h(z) = (x — 1) - h(ar) - f'(2) |
und es folgt

f(l‘) . b17V1 f/(l‘) -
g(l‘) B (l‘—al)m + g’(x) ) blv”l =
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Iteration des Verfahrens liefert die Behauptung. O

Es gibt mehrere Mdoglichkeiten, die Koeffizienten by ;, konkret auszurechnen.
Neben dem im Beweis benutzten Verfahren bietet sich ein Koeffizientenvergleich
an:

Beispiel 9.11 Sei f(z) = z+1 und g(z) = z(x —2), dann ist xé:’_g) =44 (x—i).

Multiplikation mit z(z — 2) fihrt auf x +1 = A(x — 2) + Bz, nach Koeffizienten-
vergleich A+ B =1und —2A =1, also A = —% und B = %

Alternativ wihlt man geniigend viele Werte (von den Nullstellen des Nenners
verschiedene Werte) fiir z: Fiirz = —1 gilt 0 = —A— %, fiir x = 3 gilt % = ?JFB.
Es folgt dieselbe Losung A = —% und B = % <

Zusammenfassung Teil I1
Begriffe

e Lineare Gleichungssysteme, Matrix-Schreibweise, erweiterte Koeffizien-
tenmatrix

e Gauflsches Losungsverfahren: spezielle Zeilenstufenform, Rangbedingung

e Vektorrdume, Untervektorrdume, lineare Unabhéngigkeit, Linearkombi-
nationen

e Erzeugendensystem, Basis, Dimension, Summen und Durchschnitte von
Vektorraumen

e Polynome: Grad, Nullstellen

Methoden
e Losung linearer Gleichungssysteme
e Bestimmung des Rangs einer Matrix
o Uberpriifung einer Familie von Vektoren auf lineare Unabhingigkeit
e Zerlegung eines Vektors nach einer Basis

e Bestimmung von Basen fiir W 4+ W5 und W7 NWj fiir Untervektorraume

Wi, Wy C V.

e Polynome: Polynomdivision, Partialbruchzerlegung
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Teil I1I
Folgen und Reihen

10 Folgen und Grenzwerte

Unter einer Folge (a,)nen komplexer Zahlen versteht man eine Abbildung a :
N — C, d.h. jedem n € N wird eine komplexe Zahl a,, € C zugeordnet. Analog
ist eine Folge reeller Zahlen definiert.

Definition 10.1 Eine Folge (a,),en heiBt konvergent, wenn es eine Zahl a € C gibt
mit folgender Eigenschaft: Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so daB |a,, — a|] < € fiir
alle n > N. Die Zahl a heiBt Grenzwert oder Limes der Folge (a,)nen, geschrieben
a = lim a,. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heiBt Nullfolge. Eine Folge, die

n—oo

nicht konvergent ist, heit divergent.

Wichtig ist, dafl das N € N in der Definition von ¢ abhingt. Verkleinert man e,
dann mufl im allgemeinen N vergroflert werden.

Im Fall der Konvergenz ist der Grenzwert einer Folge eindeutig: Angenommen,
a,b wiren Grenzwerte der Folge (an)nen, dann gibt es zu jedem e = 3ja — b > 0
ein N € N mit |a, —a|] < € und |a,, — b < €. Nach der Dreicksungleichung gilt
aber |a — b = |(a — ay) + (a, — b)| < |a, — a| + |a, — b] < 2¢, im Widerspruch
7u 2€ = §|a — b|. Geometrisch bedeutet Definition [[LT], daf alle Folgenglieder a,,
mit n > N in der Kreisscheibe

K (a):={2€C : |z—a| <€}

in C mit Mittelpunkt a und Radius € liegen, bzw. fiir reelle Folgen im offenen
Intervall I.(a) = {x € R : |r—a| < €} mit Mittelpunkt @ und halber Liange (Ra-
dius) €. Die Teilmengen K.(a) C C bzw. I.(a) C R heiflen auch die e-Umgebungen
von a.

Beispiel 10.2 i) Die konstante Folge (a,)neny mit a, = a fiir alle n € N
konvergiert gegen a.

ii) Die Folge (n%q)neN konvergiert nach Satz BIlii) gegen 0, ist also eine
Nullfolge.

iii) Die Folge ((—1)")nen divergiert: Angenommen, a € C wére Grenzwert
dieser Folge, dann géibe es fiir e = 1 ein N € N mit |(—1)" —a| < 1 fiir
alle n > N. Damit wére nach der Dreiecksungleichung

2=|(-D)"" = (=D)" = (=) —a+a—(-1)"]
|(=1)"" —a| +]a— (=1)"| <2,  Widerspruch. <

IN
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Ist (an)nen konvergent gegen a und gibt es fiir die Folge (b, )nen €in m € Z mit
= byym fiir alle n > N, so ist auch (b,),en konvergent mit hm b, = a. Damit

konnen in einer konvergenten Folge die Folgenglieder a,, mlt n < N beliebig
abgedndert werden, insbesondere auch weggelassen oder endlich viele Glieder vor
a, eingeschoben werden, ohne Konvergenz und Grenzwert zu &ndern.

Satz 10.3 Es seien (ap)nen und (by)nen Folgen mit lim a,, = a und lim b, = b.
n—oo n—o0

Dann gilt:
i) lim (a, +b,) =a+b

n—oo

ii) lim (a, - b,) = ab

n—oo

iii) Ist b # 0, dann gibt es ein N € N mit b, # 0 fir alle n > N, und
. Ap+N
1

Beweis. i) Zu gegebenem € > 0 gibt es ein N € N mit |a, —a| < § und |b, —b] < §

fir alle n > N (man wihle die groBere der Schranken N beider Folgen). Die
Dreiecksungleichung liefert

an + by, — (a+0)| < lap —al + b, —b] < 5+ 5 fir allen > N .

ii) Wéhle N derart, da8 |a,, — a| < min(1, m)
alle n > N. Dann ist |a,| = |a, —a+ a| < |a, —a| + |a| < |a] + 1 und

und |b, — b| < Salr LU

|anb, — ab| = |a,(b, — b) + (a, — a)b| < |an(b, — b)| + |[(an, — a)b|
= |an| [by — b + |an — a[ [b] < (Ja] + 1)

LT
2(lal +1)  2(]b] + 1) '

iii) Wihle N derart, daf b, —b| < min(5b], £[b|?) fiir alle n > N. Fiir diese n
gilt dann [b] = |(b—b,) + by| < |b— by, |+ |ba|, also |b,| > [b] — |b—b,| > 1[b] > 0.
Weiter folgt fiir n > N

ISR T
b bl 1 Tbub | 0] b S
1 - .
Somit gilt lim = —, und mit ii) folgt die Behauptung. O

Folgerung 10.4 Die Menge der konvergenten Folgen bildet einen Vektorraum
mit Addition (ap)nen + (bp)nen = (an + bp)nen und skalarer Multiplikation
A+ (ap)nen := (Aap )nen. Dieser Vektorraum wird oft mit ¢ bezeichnet. Die Menge
der Nullfolgen bildet einen Untervektorraum cy C c. Ein weiterer Untervektor-
raum von c ist gegeben durch die Menge d der Folgen, in denen nur endlich-viele
Folgenglieder ungleich Null sind. Insbesondere ist d C ¢y Untervektorraum.

46

Preliminary version — 31. Januar 2018



1 fallsk=n,
0 sonst .

Die Familie (6 )ren ist Basis von d, da jede Folge aus d sich als eindeutige endli-
che Linearkombination der (dx)ren schreiben la8t. Insbesondere sind d, und damit
erst recht ¢y und ¢, unendlich-dimensionale Vektorrdume. Zu beachten ist, dafl in
¢ oder ¢ die Familie (0x)ren zwar linear unabhéngig ist, aber kein Erzeugenden-
system und damit keine Basis ist!

Fiir k€N seien Folgen 6 = (0kn)nen € d definiert durch &, =

Satz 10.5 (elementare Grenzwerte) Im folgenden sein € N*.

1

1
lim — =0 fiir alle s € QF. (Dabei ist na = /nP € R.)

n—oo 1

1)

ii) lim {Ya=1 fir alle a € RY.
)
)

n—oo

lim ¥/n=1.

n—oo

iil

iv) lim 2" =0 fir alle z € C mit |z] < 1.

n—oo
k
v) lim n—n—()furalleze(c mit |z| > 1 und alle k € N.

n—,oo 2

Beweis. 1) Zu gegebenem e > 0 wihle nach dem Archimedischen Axiom N eN
derart, dal N > ¢~=. Dann gilt fiir n > N zunéchst % < %, dann + < -L und

nP—NP
V= < ¥/ w5, also | 5] < |45] < e

ii) Fiir a > 1 setze x,, := /a — 1 > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung
ist a = (1 +2,)" > 1+ na,, damit 2, < & und 0 < [{/a — 1| = x,, < € fiir alle

ns

1
n>N2>% Fir0<a<1gilt lim % = 1. Die Behauptung folgt dann aus

n—o00 a

Satz [I3iii).

iii) Sei n > 2. Nach Binomialentwicklung gilt fiir z,, := /n—1>0

-1
n=14z,)">1+ " xi:1+Ma€i,
2 2

alson—1> @x% und schlieBlich z,, < \/% fir n > 2. Wahle N > 6%, so folgt
|/n — 1] =z, < e fiir alle n > N.

iv) Es gilt |2 — 0| = |z|". Die Aussage folgt aus Satz BI1lii).

v) Betrachte n > 2k 4+ 1 und |z] = 1 4+ 2 mit # > 0. Dann ergibt die Bino-
mialentwicklung

(1+:p)">(kil)xkﬂzn(n—l)...(n—k) RS (ﬁ)k s

(k+1)! 2/ (E+1)7
also |2 ’<% . Wihle N € N mit N > max (%-%,ijtl),dann
folgt’z—n’<efurallen2N. O
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Beispiel 10.6 Es sei n € N*.

lim 2 5
, m24+3n 243 Moo g
l) 1m m = l_)m 3 1 = 1 = g
n—o00 n
i) Fiir k € N gilt: lim ¥k = lim ({/n)F = (lim (/n))* = 1. <
n—00 n— o0 n—00
Einige weitere Rechenregeln fiir Grenzwerte:
Satz 10.7 i) Die Folge (ay)nen konvergiere gegen a € C. Dann gilt
lim |a,|=l|a|, lim @, =a, lim Re(a,)=Re(a), lim Im(a,)=Im(a).
n—00 n—00 n— 00 n—oo

Insbesondere sind die Grenzwerte reeller Folgen reell, und es gilt

lim a, = lim Re(a,)+1i- lim Im(a,) .
n—o0 n—o0 n—oo

ii) Es gelte lim a, = a und lim b, = b, ferner gebe es ein N € N mit
n—oo

n—oo
a, < b, fir allen > N. Dann gilt a <.
iii) Zu einer reellen Folge (c,)nen gebe es konvergente reelle Folgen (ay)nen
und (by)nen und ein N € N derart, daff a, < ¢, <b, fir allen > N. Gilt

lim a, = lim b, = a, dann konvergiert auch (c,)neny mit lim ¢, = a.
n— 00 n—00 n—00

iv) Fir eine Folge (ay)neny komplexer Zahlen gebe es ein N € N und ein
0 <gq <1, sodaf firallen > N gilt a, # 0 und |*2=| < q. Dann gilt

lim a, = 0.
n—oo

Beweis. 1) Nach Satz B4 gilt |Re(a,) — Re(a)| = |Re(a, — a)| < |a, — al, damit
folgt aus der Konvergenz von (a,)nen die Konvergenz von (Re(ay,))nen. Analog
fiir Im(a,) und @,. Fiir die Betrédge folgt die Aussage aus Satz B& ||a,| — |a|| <
|a,, — a|. Der zweite Teil ist klar.

ii) Nach Voraussetzung gibt es zu e > 0 ein N € N, so daf gleichzeitig a,, < b,
sowie |a, —a| < € und |b, — b| < € gilt fiir alle n > N. Nach Fallunterscheidung
bedeutet das —e < a,, —a < e und —e < b, — b < €, somit schlieflich a — € <
a, < b, < b+ €. Das ergibt a — b < 2¢ fiir alle ¢ > 0, also a — b < 0.

iii) Wie in ii) gilt a—e < a,, < ¢, < b, < a+efiirallen > N, also |¢, —a| <.

iv) Aus [=| < g folgt |an41] < glan|, damit fiir n = N + k die Relation

lan|

|anl < glan-1| < ¢*lan-a| -+ < ¢lan] = ¢" 5 .
q

Zu jedem e > 0 gibt es nach Satz BITlii) ein N € N mit ¢" < 6% fiir alle
n > N’. Damit gilt |a, — 0] < € fiir alle n > max(N', N). O
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Beispiel 10.8 i) Firs e Qf gilt 1 < {/n® < V/nk fir ein £ > s und damit
lim /ns = 1.

n—oo
i) Fir 0 < a < b gt b < Yar+0b0 < {/2(") = by/2, damit
lim Va™+ b" = b. N

n—oo

Entsprechend der allgemeinen Definition beschrankter Teilmengen heifit eine
Folge (an)nen beschrénkt, wenn es ein s € R gibt mit |a,| < s fiir alle n € N.

Satz 10.9 Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Es sei a der Grenzwert einer konvergenten Folge (a,)nen, dann gibt es

zu e =1en N € Nmit |a, —a| <1 fur alle n > N. Dann ist |a,| = |a, —
a+al <|a, —al+ |a] < |a|+ 1 fur alle n > N, und insgesamt gilt |a,| < s :=
max (|aol, |ail, ..., |an], la] + 1). O

Die Umkehrung wire falsch: Aus der Beschrinktheit einer Folge folgt nicht
die Konvergenz, wie das Beispiel ((—1)"),en zeigt.
Definition 10.10 Eine Folge (a,,)nen reeller Zahlen heiBt

i) monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt
Qp S An+1 bzw. p < Qp41,

ii) monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt
Qn Z An+1 bzw. Qp > Qp41,

iii) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Bemerkung: Monotonie kann nicht fiir Folgen komplexer Zahlen definiert werden.

Satz 10.11 Jede beschrinkte monotone Folge (ay,)nen konvergiert
i) gegen sup A, falls die Folge monoton wachsend ist,
ii) gegen inf A, falls die Folge monoton fallend ist,

wobei A :=={a, : ne N} CR.

Beweis. 1) Sei s := sup A, d.h. die kleinste obere Schranke. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein ay € A mit s — € < ay. Da (a,)neny monoton wachsend ist, gilt

s—e<a, <s,dh |a, —s| <e fur allen > N. ii) ist analog. O
Satz 10.12 (Eulersche Zahl ¢) Fir n € N* sei a, := (1 4+ =)". Dann gilt:
Die Folge (ay),>1 ist konvergent, und fiir ihren Grenzwert e := lim (1 + £)" gilt
- n—o0
2<e<3.
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Genauer gilt: e ist irrational mit e = 2, 71828 .... Wir werden spéter sehen, dafl
e in der Analysis eine wichtige Rolle spielt.

Beweis. Wir zeigen: (a,)nenx ist monoton wachsend und beschrinkt. Monotonie
folgt aus

an, (mtlyn n R n /n?—1\» n 1\n
e () () -3
an-1  (F)" n—1\2 n—1\ n2 n—1 n?
Bernoulli n 1
s 1 —>:1,
n—l( "

d.h. a, > a,_ fiir alle n > 2. Weiter gilt nach der binomischen Formel fiir n > 2

1IN = /n\ 1 “"n n—-1 n—k+1 1 "1
1 _): — =1 . — <] —

n n—1 1
3 1 Z1 1- 4
k=1 k=0

2

Dabei wurde fiir ¥ > 1 die Ungleichung ﬁ < 21%1 sowie im letzten Schritt

die geometrische Summenformel benutzt. Also ist a,, beschrankt mit a,, < 3, und
nach Satz [[LTT] konvergiert die Folge. Eine untere Schranke ergibt sich z.B. fiir
n=2zu(l+3)?=2>2 O

Oft sind Folgen rekursiv definiert durch einen Startwert ao (oder mehrere
Startwerte ag, ai, . ..,ay) und eine Rekursionsformel.

Satz 10.13 (Folge zur Berechnung der Quadratwurzeln) FEs seia € R*.
Fiir einen beliebigen Startwert xy > 0 konvergiert die rekursiv definierte Folge

1
Tyl i= 5 (:cn + xi) firn e N

n

gegen \/a € R%, d.h. lim z, = /a.
n—oo

Beweis. Nach Induktion ist x,, > 0 fiir alle n € N. Weiter gilt

9 1 a \2 1 a2
Aumam i 2 e i 220

d.h. x, > /a fiir alle n > 1. Damit ergibt sich, daf die Folge (z,,),>1 monoton

Nach Satz [LTT konvergiert (x,)nen gegen einen Grenzwert x > /a. Fiir diesen
Grenzwert gilt die Gleichung z = %(x + 2), mit der positiven Losung z = /a. I
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Das Rekursionsverfahren hat mehrere interessante Eigenschaften: 1) Es ist stabil,
also unabhéingig vom Startwert. 2) Man kann zeigen, dafl die Folge sehr schnell
(quadratisch) gegen den Grenzwert konvergiert, so dafl schon wenige Folgenglieder
eine brauchbare Nédherung liefern.

Allgemeiner gilt:

Satz 10.14 (Folge zur Berechnung der k-ten Wurzeln) FEs sei a € R?.
Fiir einen beliebigen Startwert xy > 0 konvergiert die rekursiv definierte Reihe

1
Tyl = E((/{: - Dz, + xil> firn € N

gegen {/a € R, d.h. lim z, = V/a.
n—oo

Beweis: Nach Bernoullischer Ungleichung gilt

(o) = b (1+ %(x% - 1>)k >ak(1+ (l% ~1)) =a.

Daraus folgt dann fiir n > 1 die Ungleichung =, 1 — 2, = afﬁﬁ <0, d.h. (z,)n>1

T

konvergiert als monoton fallende und durch {/a nach unten beschrinkte Folge
gegen einen Grenzwert z. Fiir diesen gilt die Grenzwertgleichung

. 1 a 1 a
x:nh_)ngogjnJrl = lim E((/{Z— 1)$n+F> = —((k— 1).73—'— {L‘k_1> )

n—00 " k

: _ a —_ k
somit r = %5 und = = /a. O

11 Der Satz von Bolzano-Weierstraf}. Cauchy-Folgen

Definition 11.1 Es sei (a,),en eine Folge komplexer Zahlen und ng < ny < ns <
. eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heiBt die Folge (an, )ken =
(Gngs Qnyy Qnys - - - ) €ine Teilfolge von (a,)pen.

Direkt aus der Definition folgt, da jede Teilfolge (an, )ren einer konvergenten
Folge (an)nen konvergent ist gegen den gleichen Grenzwert, d.h. fiir konvergente

Folgen gilt lim a, = lim a,,.
n—00 k—o00

Definition 11.2 Eine Zahl h € C heiBt Haufungspunkt der Folge (a;)nen, wenn
es eine Teilfolge (an, )ren gibt, die gegen h konvergiert.

Satz 11.3 FEine Zahl h € C ist genau dann Hdufungspunkt der Folge (ay)nen,
wenn fir alle € > 0 gilt: Die Menge {n € N : |h —a,| < €} ist unendlich.

o1
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Beweis. (=) Es gebe eine gegen h konvergente Teilfolge (a,, )ren. Also gibt es
zu jedem € > 0 ein N € N mit |a,, — h| < € fiir alle & > N. Die Menge
{nr € N : k> N} ist unendlich.

(<) Jede e-Umgebung von h enthalte unendlich viele Folgenglieder. Wir kon-
struieren induktiv eine Abbildung k — ny mit ng1 > ng und |a,, — h| < ﬁ,
also eine gegen h konvergente Teilfolge.

i) Induktionsanfang: Wegen {n € N : |a, — h| < 1} # @ gibt es ein ny € N mit
|an, —h| < 1.

ii) Induktionsschritt & — k + 1: Sei a,, gewéhlt mit |a,, — h| < 75 Nach Vor-

aussetzung ist die Menge {n € N : |a, — h| < #2} unendlich, insbesondere
enthélt sie eine Zahl m > ny. Setze ng 1 := m. O
Beispiel 11.4 i) Die alternierende Folge (a,)nen mit a, := (—1)" besitzt

die beiden Haufungspunkte 1 und —1, denn (ag,)nen konvergiert gegen
1 und (ag,11)nen gegen —1.

ii) Die durch a, := (—=1)"+ =5 gegebenen Folge hat ebenfalls 1 und —1 als

Héufungspunkte, denn lim ag, = lim (1+ ——) =1 und lim ag,;1 =
1

lim (-1 4+ —) = —1.
Jim (=14 =)

iii) Die durch a,, = n definierte Folge hat keine Hiufungspunkte: jede Teil-
folge enthélt unendlich viele Elemente, die paarweise einen Abstand > 1

haben.

iv) Eine konvergente Folge hat ihren Grenzwert als einzigen Haufungspunkt,
da jede Teilfolge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert.

Satz 11.5 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge komplezer Zahlen
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunéchst fiir Folgen reeller Zahlen a, € R. Wegen
der Beschrianktheit der Folge gibt es reelle Zahlen ¢ < d mit a, € [c,d] fir al-
le n € N. Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung (Ij)gen, so daB
I, = [ck, di] unendlich viele Folgenglieder a,, enthélt, sowie eine zugehorige Folge
(nk)ken natirlicher Zahlen mit ny4q > ng und a,, € Ij.

i) Induktionsanfang: Wihle Iy = [cg, dg| mit ¢y := ¢ und dy = d sowie ein a,, € .
ii) Induktionsschritt & — k + 1. Sei I = [ck,dg] bereits konstruiert und
my = %(ck + dj) der Mittelpunkt. Da I unendlich viele Folgenglieder enthilt,
konnen nicht beide Teilintervalle [cg, my] und [myg, di] nur endlich viele Folgen-
glieder enthalten. Setze Iy 1 := [cry1,dgs1] Mit cxyq := ¢, und diyq := my, falls
[ck, my] unendlich viele Folgenglieder enthélt, ansonsten Iy, 1 := [cgy1, djy1] mit
Ckt1 := my und dgy 1 := dg. Offenbar gilt I C I und |[x1] = %|Ik| = 21€%|_fo|.
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Dadie Menge {n € N : a, € I};} unendlich ist, enthilt sie ein Element m > ny.
Setze ngy1 :=m, d.h. es gilt a,, , € l41 und ngyy > ny.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl
h € R mit h € I, fiir alle £ € N. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N mit
Iy C[h—¢€h+¢ firale k > N, d.h. |a,, —h| < e < 2¢ fir alle k > N. Das

bedeutet klim an, = h, und der Satz von Bolzano-Weierstra$l ist im reellen Fall
—00

bewiesen.

Ist (a,)nen eine beschriankte Folge komplexer Zahlen, dann bildet (Re(ay,))nen
eine beschriankte Folgen reeller Zahlen. Nach obigem Beweis gibt es eine kon-
vergente Teilfolge (Re(ay, ))reny mit limy_,o Re(an,) = hi. Die Folge der Ima-
ginérteile (Im(ay, ))ren ist ebenfalls eine beschrénkte Folge reeller Zahlen und
enthélt somit eine konvergente Teilfolge (Im(a(,),))ien mit lim;_,o Im(am,,),) =
hs. Dann gilt auch lim; Re(a(nk)l) = h, als Teilfolge einer konvergenten Folge.
Insgesamt ist eine konvergente komplexe Teilfolge (a(,,), )ien von (a,)nen konstru-
iert mit lllglo A(ny), = h1 +iho. O

Nach Definition kann man den Satz von Bolzano-Weierstrafl auch so
formulieren, dafl jede beschriankte Folge komplexer Zahlen mindestens einen
Héaufungspunkt besitzt.

Definition 11.6 Es sei (a,),en eine beschrankte Folge reeller Zahlen.

e Der groBte Haufungspunkt a* von (a,)nen heiBt limes superior, geschrieben
a* = limsup a,.

e Der kleinste Haufungspunkt a. von (a,)nen heiBt limes inferior, geschrieben
a, = liminf a,.

Fiir konvergente Folgen gilt a, = a* = lim,, . a,.

Der Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstral nutzt ganz entscheidend
das Intervallschachtelungsprinzip. Unter Verwendung des Satzes von Bolzano-
Weierstrafl beweisen wir nun das Cauchysche Konvergenzkriterium, das es auch
ohne Kenntnis des Grenzwertes erlaubt, die Konvergenz von Folgen zu entschei-
den.

Satz 11.7 (Cauchysches Konvergenzkriterium) FEine Folge (a,)nen kom-
plexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N ¢ibt,
so daf$ |a, — ap| < € gilt fir allen,m > N.

Beweis. (=) Die Folge (ay,)nen sei konvergent mit Grenzwert a. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein N € N mit |a, —a| < § und |a,, —a| < § fiir alle n,m > N. Die
Dreiecksungleichung liefert |a, —ap,| = |a, —a+(a—ap)| < |a, —a|+|am—al < e.

(<) Es gelte |a, — a,,| < € fiir alle n,m > N. Dann ist die Folge (a,)nen
beschréankt, denn zu € = 1 gibt es ein N € N mit |a, — ay| < 1 fiir alle n > N;
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somit gilt |a,| < max(|aol, |ai],. .., |ax],|an| + 1). Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra$l besitzt (a,)nen eine konvergente Teilfolge (ay, )reny mit a := klim Q-
—00

Wir zeigen, daf auch (a,),en gegen a konvergiert: Zu beliebigem e > 0 gibt es ein
N'" € N, so daB gleichzeitig gilt |a, —an,| < § fiir alle m,n > N" und |a,, —a| < §
fiir ein ny, > N'. Die Dreiecksungleichung liefert |a,, —a| = |an — an, + (an, —a)| <
|y, — an, | + |an, —al <e. O

Definition 11.8 Eine Folge (a,)nen komplexer Zahlen heiBt Cauchy-Folge (oder
Fundamentalfolge), wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so daB |a, — a,,| < €
fur alle n,m > N.

Nach Satz [T sind in C genau die Cauchy-Folgen die konvergenten Folgen. Der
Beweis benutzt Bolzano-Weierstrafl, wobei der entscheidende Teil fiir reelle Folgen
bewiesen wird, wo das Intervallschachtelungsprinzip zur Verfiigung steht. Damit
wird das Cauchysche Konvergenzkriterium letztendlich auf die Vollstandigkeit
von R zuriickgefiihrt. Bemerkenswert ist, dafl auch die Umkehrung gilt:

Satz 11.9 Fir einen archimedisch angeordneten Korper folgt das Intervall-
schachtelungsprinzip aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium.

Beweis. Es sei ([an, by])nen eine Intervallschachtelung. Zu € > 0 gibt es ein N € N
mit |ay — by| < e. Wegen a,,, a,, € [ay,by] fur alle n,m > N gilt |a, — a,| < €
fir alle m,n > N, d.h. (a,)nen ist eine Cauchy-Folge. Sei s := lim,,_,, a,, der
Grenzwert. Da (a,),eny monoton wachsend ist, gilt a, < s fir alle n € N. Aus
ar < b, und Satz [77ii) fiir die konstante Folge (b,)r = b, folgt s < b, fiir alle
n € N. Somit gilt s € [a,, by,| fiir alle n € N. O

Wir werden sehen, dafl sich Folgen in sehr viel allgemeineren Rdumen als
R oder C betrachten lassen. In diesen Féllen ist die Intervallschachtelung nicht
mehr sinnvoll, wiahrend die Definition der Vollstandigkeit {iber die Konvergenz
von Cauchy-Folgen im wesentlichen die gleiche bleibt, solange ein Abstand erklart
ist.

12 Reihen

Ist (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen, so werden durch
So:=ay, Si:=a+a, ..., Sm ::Zak

die sogenannten Partialsummen definiert. Diese bilden dann die Folge der Partial-
summen (Sm,)men, die wieder auf Konvergenz untersucht werden kann. Eine solche
Folge der Partialsummen heifit (unendliche) Reihe, und fiir diese schreibt man
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Z a,. Das Symbol hat eine doppelte Bedeutung: Zum einen ist Z a, gleichbe-

m
deutend mit der Folge der Partialsummen (s,,)mnen mit s, := Z ay,. Konvergiert
k=0

[e.e]
diese Folge, dann meint man mit Z a, auch den eindeutig bestimmten Grenz-
n=0
wert der Folge der Partialsummen. Uber das Cauchysche Konvergenzkriterium
fiir Folgen erhalten wir:

o0

Satz 12.1 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Fine Reihe Zan st genau
n=0

m
dann konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dafs ’Zak’ < €
k=n

fir alle m >n > N.

NE

Beweis. Klar wegen |s,, — $,,_1| = ‘ ak‘. O

e
Il

n

[e.e]
Daraus ergibt sich, daf§ aus der Konvergenz von E a, auch die Konvergenz

n=0

von Z a, folgt, und umgekehrt (wenn alle a,, definiert sind).

n=p
Satz 12.2 Die geometrische Reihe Z 2" konvergiert fir z € C mit 0 < |z] < 1,
n=0
- 1
d in di Fall gilt "= .
und in diesem Fall gi %z T

Beweis. Nach Satz: 23 (analog zu beweisen fiir z € C\ {0,1}) sind fur z ¢ {0, 1}
die Partialsummen gegeben durch

n
1 — zntt
— k _ S
S SF iy
k=0
und nach Satz [LAiv) ist die Folge (1’1in;1)neN fiir |z| < 1 konvergent mit dem
angegebenen Grenzwert. U

Beispiel 12.3 (periodische Dezimalbriiche) Fiir ¢ = 0.189 := 189 » ~10~™"
n=1

189 oo —3n __ 189 1 _ 189 _ 21 _ 7
n=0 10

gilt ¢ = 1000 — 1000 1—-10—3 — 999 — 111 — 37" d
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1
Satz 12.4 Die harmonische Reihe Z — 4st diwergent.
n

n=1

Beweis. Wir zeigen, dafl die Folge der Partialsummen keine Cauchy-Folge ist. Fiir
beliebige N € N* gilt

2N 1 2N 1 1
NS DL 32 D gy =y
k=N+1 k=N+1

Wiire (sp,)n>1 eine Cauchy-Folge, so gébe es zu € = % ein Ny € Nmit [s,—s,,| < %
fiir alle n, m > Ny, Widerspruch. O

Es ist im allgemeinen leichter, die Konvergenz einer Reihe zu beweisen, als
den Grenzwert konkret anzugeben. Fiir den Konvergenzbeweis stehen mehrere
Kriterien zur Verfiigung.

Lemma 12.5 Sind Zan und an konvergent, so gilt

n=0 n=0
Z(an+bn) :Zan+2bn und Z(zan) :zZan (z€C).
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Bewers. Folgt aus Satz d

Somit bilden konvergente Reihen einen Vektorraum.

Lemma 12.6 Ist Zan konvergent, so bildet (a,)nen €ine Nullfolge.
n=0

Beweis. Nach Cauchy-Kriterium ist |ap41] = [Sni1 — Sn| < € fiir allen > N. O

Das ist niitzlich in negierter Form: Ist (a,)nen keine Nullfolge, so kann die Reihe

Zan nicht konvergent sein. Z.B. kann Z 2" fiir |z| > 1 nicht konvergieren, da
n=0 n=0
(2")nen dann keine Nullfolge ist.

Die Umkehrung von Lemma wére falsch: Ist (a,)nen Nullfolge, so kann
zunéchst nichts iiber die Konvergenz gesagt werden, wie das Beispiel der harmo-
nischen Reihe zeigt.

Lemma 12.7 FEine Reihe Zan mit positiven reellen Gliedern a, > 0 konver-

n=0
giert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist.

Beweis. Fiir a,, > 0 ist die Folge der Partialsummen monoton. O
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1
Beispiel 12.8 Die folgende Reihe ist konvergent: Z

n(n + 1)
Beweis. Wegen k(k = % — % (Partlalbruchzerlegung) gilt
1 N 1
NS SIS S U oS S R
k=1 k(k+1) k=1 k k=1 (k+1) m+1
Die Folge (1 — n%rl)"Zl ist konvergent mit dem angegebenen Grenzwert. <

Satz 12.9 Fir s € QX ist

i 1 konvergent  fiir s > 1
— ns divergent  fir s <1

Beweis. Fiir s < 1 gilt fiir die Partialsummen

1
4=,
n

11 1
Sp=— et — >

1s 25 ns +

— | =
DN | =

und fiir die (divergente) harmonische Reihe ist die Folge der Partialsummen un-
beschrénkt.

Fiir s > 1 betrachten wir die Teilfolge sox_; der Partialsummen. Durch Zu-
sammenfassen der Summanden ayj, . . . as+1_; entsteht

1+<1+1>+<1+ +1>+ +( L + + L )
S J— P J— PO - PO -
2k—1 = 3s 45 7s <2k—1)s (Qk—l)s

1 1 1
<142-—+4- k=1
<1l+ 95 + e + -+ (2]4:71)5
B k-1 0 k-1 ( 1 )j B 1 (%)(8—1)/€ 3 9s—1
o s—1 1\s—1 s—1 __
j=0 j=0 2 1 - (5) 2 1

Damit ist die Teilfolge (syx_1)x>1 beschriinkt. Da jedes n € N durch ein 28 —1 > n
abgeschétzt werden kann und die Folge der Partialsummen monoton ist, ist auch
(Sn)nen selbst beschréankt und damit konvergent. O

o0

1
Die Reihe ((z) := Z — heit Riemannsche Zeta-Funktion, wobei zundchst z €
/rLZ

n=1
Q mit z > 1 ist. Spater wird sich zeigen, dal die Reihe auch fiir gewisse z € C
sinnvoll ist. Uber die Grenzwerte kénnen wir zunéchst nicht viel sagen. Spater

werden wir z.B. (2 Z — = — zeigen.

o7
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In Spezialfillen lassen sich Reihen von rationalen Funktionen Z % durch
n
=N
¢-Funktionen berechnen. Die Reihe konvergiert genau dann, wenn deg(f) >
deg(g) + 2 und f keine Nullstellen n € N mit n > N hat. Liegen zusitzlich
alle Nullstellen von f in Z und sind < N, dann kann die Reihe konkret berechnet

werden als Linearkombinationen von 1 und (-Funktionen.

= 1
Beispiel 12.10 Gesucht sei die Reihe E o . Partialbruchzerlegung lie-
n
n=1

n+1)2
fert

11,1 22 11 2
2x+1)2 22 (2412 z zx+1  22(z+1)2 22 (2+1)2 z(x+1)’

wobei wir wieder einige Terme zusammenfassen miissen. Es folgt mit ((2) :=

S L= = und Beispiel TZR

n=1nZ ~ 6
°° 1 — 1 <« 1 — 1
L — 4N - 9N &
nz::an(n+1)2 ;TLQ nz:;(n+1)2 nz::ln(nJrl)
— 1 = 1 i
=2 ——1-2 —=2((2)—3=—-3. N
;Tﬂ ;n(nle) ¢2) 3

Satz 12.11 (Konvergenzkriterium von Leibniz) Es sei (a,,)nen eine mono-

ton fallende Nullfolge (insbesondere a, € R, ). Dann ist die Reihe Z(—l)"an

n=0
n

s — Z(—l)jaj

J=0

konvergent, und fiir den Grenzwert s gilt < Qpyq-

Solche Reihen heiflen alternierend.

Bewers. Fiir die geraden Partialsummen gilt sogi0 — Sop = aopro — aoxy1 < 0, d.h.
die Teilfolge (sox)ren ist monoton fallend. Fiir die ungeraden Partialsummen gilt
Sok13— Sokt+1 = —Q2k+3+agpre > 0, d.h. die Teilfolge (sox41)ken iSt monoton wach-
send. Weiter gilt sopy1 — Sop = —agr11 < 0, d.h. sop > Sopy1 > s fiir alle k£ € N.
Da also (sgx)keny monoton und beschrinkt ist, konvergiert die gerade Teilfolge
gegen einen Grenzwert s,, und analog konvergiert (Sox+1)ken gegen einen Grenz-
wert s, < s4. Nach Satz gilt s, — s, = kh_)rgo(s% — Soky1) = kh_)rrolo aoks1 = 0.
Damit konvergiert die gesamte Folge der Partialsummen gegen den gemeinsamen
Grenzwert s = s, = 5,,.

Die Fehlerabschiatzung ergibt sich daraus, dafl s zwischen s, und spyq liegt
und [s$g — Sga1| = ags1- O

o8
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Beispiel 12.12 Die alternierende harmonische Reihe ZZO:O(—I)"%H ist konver-

gent. Der Grenzwert liegt zwischen s; = % und sg = 1. Mit spéter bereitgestellten
Methoden kann man Y- (—1)"-L =1In2 zeigen.

n+l
Die alternierende Reihe Zfzo(—l)"ﬁ ist konvergent. Der Grenzwert liegt
zwischen s; = + und sy = 1. Mit spéter bereitgestellten Methoden kann man
00 n_1 3 s :
> omeo(—1)"575 = T zeigen. q

13 Absolute Konvergenz von Reihen

Definition 13.1 Eine Reihe Zan heiBt absolut konvergent, wenn auch die Reihe
n=0

oo
Z |a,,| konvergent ist.

n=0

Satz 13.2 (Majorantenkriterium) Es seien Z a, und Z b, Rethen undp €

n=0 n=0

N derart, daff |a,| < |b,| fir alle n > p.

i) Ist Z |b,,| konvergent, so konvergieren auch Z a, und Z |a,|, und es

n=0 n=0 n=0

qgilt
DICIED N ED A
n=p n=p n=p

Insbesondere ist jede absolut konvergente Rethe auch konvergent.

i) Ist Zan divergent, so ist auch Z |b,,| divergent.

Das Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe zeigt, dafl aus Konvergenz
nicht absolute Konvergenz folgt.

Beweis. ii) folgt aus i) durch Negation.
i) Zu jedem € > 0 gibt es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ein

N € N mit N > p, so daf} Z |bg| < € fiir alle m > n > N. Nach der Dreiecksun-

k=n
gleichung gilt fiir die endliche Summe

m m m
‘Zak‘:|an++am|§‘an‘++‘am‘22|ak‘§ |bk|<€7
k=n k=n k=n
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so daf§ Z a, und Z |a,,| nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium konver-

n=p n=p

gent sind. Aus Satz [[0.71) folgt schlieBlich

o0
> \Zan
m—0o0 00
n=p n=p
m - Z|a"|

= lim
m—)oo

< T
< lim > lan O
n=p < lim Z\b |_Z\bn\
n=p
> nl
Beispiel 13.3 i) Z ™ st konvergent, da fiir n > 2 gilt:
nn
n=1
I 1 2 —1 2 = 2
% == I - % < ot und ; = ist (absolut) konvergent.
ii) i; ist divergent, da ———— > — und die harmonische
= /n(n+1) ’ n(nt+1) — ntl’
Reihe ist divergent. <

Satz 13.4 (Quotientenkriterium) FEs sei Zan eine Reihe mit a, # 0 fir
n=0

allen € N, und es gebe ein N € N und ein 0 < g < 1, so dafs

n > N. Dann konvergiert die Reihe absolut.

< q fiir alle

An4-1
Qn

Beweis. Fiir n > N gilt dann |a,| < qlan,_1| < ... (q)" N|an|, so daB die Reihe

Z |a,,| durch die konvergente Reihe Z q"@ = 1|aN| majorisiert wird. [
q -9
n=N n=N

Die Eigenschaft ’%’ < ¢ fiir ein 0 < ¢ < 1 ist automatisch erfiillt, wenn die

Folge ( azjll |)nen gegen ein a < 1 konvergiert: Nach Definition des Grenzwertes
gibt es dann zu @ < ¢ < 1 ein N € N, so dal }GZ—ZI} = ’az—:l—a+a} <

o+ ’aZ—:l — a’ < ¢ fiir alle n > N. Gilt lim,,_, |“Z:1’ = ¢ > 1, dann ist (a,)nen

keine Nullfolge, und die Reihe divergiert.
Wichtig ist, dal das ¢ im Quotientenkriterium unabhéngig von n sein muf.

1
Fiir die Reihe E — mit s € Q7 ist zwar ‘(%)8‘ < 1 fiir alle n > 1, aber zu
n® "

jedem ¢ < 1 findet man ein N € N mit ¢ < ‘(NLH)S‘ < 1 fiir alle n > N. Uber die
Konvergenz kann das Quotientenkriterium in diesem Fall keine Aussage machen.
Die Reihe ist fiir s > 1 absolut konvergent und fiir s < 1 divergent.
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Die Konvergenz der geometrischen Reihe kann nicht mit dem Quotientenkri-
terium begriindet werden!

[e.e] 1 n
Beispiel 13.5 E —'(%> ist (absolut) konvergent, denn
n!
n=0

an+1
ap,

Y (n+1)" .47 . pl
= lim

li =
m n—oo NN . 4""’1 . (TL + 1)' n—oo 4

n—oo

k .
.. — 1
Beispiel 13.6 (komplexe Binomialreihen) Uber (2) = | | w fiir
J

k € N und a € C lassen sich komplexe Binomialkoeffizienten definieren. Wir
betrachten fiir z € C die zugehorige binomische Reihe

Ba(z) = i (2‘) S

n=0

j=1

die fiir a € N bei k = a abbricht und in die binomische Formel iibergeht. Das

a a—n

Quotientenkriterium liefert lim " Jim . z‘ = |z|, so daf die bi-
n—oo | ay, n—oo | N, + 1

nomische Reihe fiir |2| < 1 absolut konvergent ist und fiir |z| > 1 divergiert.

<

Satz 13.7 (Wurzelkriterium) Fiir eine Reihe Zan existiere ein N € N und
n=0

ein 0 < q <1, so daf /|a,| < q fir alle n > N. Dann konvergiert die Reihe

Z a, absolut.
n=0

Beweis. Die Reihe Z |a,,| besitzt die konvergente Majorante Z q". U

n=N n=N

Da {{/|an|}neny im Wurzelkriterium beschriankt ist, existiert unter diesen Vor-
aussetzungen limsup,,_, . {/|a,| und ist < ¢q. Das Wurzelkriterium kann deshalb

auch formuliert werden als: limsup,,_, . V/|a,| <1 = Zan konvergiert ab-
n=0
solut. Insbesondere folgt absolute Konvergenz der Reihe, falls lim,, ,o, {/|a,| < 1.

Ist {/|a,| > 1 fir unendlich viele n € N; so ist (a,)en keine Nullfolge, und die
Reihe ist divergent.

Beispiel 13.8 Die Reihe anz" fir z € C mit |z| < 1 ist absolut konvergent:
=1

Wir betrachten {/|n*z"| = V/nF|z|. Wegen lim,,_,o, Vn* =1 gibt es ein N € N,
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so daB VnF < T\z\ Damit kann im Wurzelkriterium ¢ = < 1 gewahlt
werden. <

Es sei Z a, eine Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Dann nennt

n=0
man die Reihe Z ar(ny eine Umordnung der Reihe. Im Gegensatz zu endlichen
n=0

o0
Summen gilt das Kommutativgesetz “Z a, = Z r(n)” nicht immer. Wir sehen
n=0 n=0
uns dazu das Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe an und betrachten
folgende Umordnung:

) e A b R R R R CRS R R i IR

n=1
1 1 1 1
tHrmtrmt to mmn) o
In dieser Umordnung kommen alle negativ zu zdhlenden Glieder m vor,
aber immer mehr verzogert gegeniiber den positiven Gliedern. Nun gilt die
Abschétzung

1 1 1 n— 1 11 1
(2n+1 + 2743 + + an+l_q 2n+2> > 2 +1 2n+2 ~ 4 2n+2

1 ..
> 15 firn>2.

Wie schon im Divergenzbeweis der harmonischen Reihe ist damit fiir e = % das
Cauchysche Konvergenzkriterium verletzt, so dal die umgeordnete Reihe diver-
giert. Man kann {ibrigens fiir die alternierende harmonische Reihe zu jedem x € R
eine Umordnung derart finden, dal die umgeordnete Reihe gegen = konvergiert.

Wir zeigen nun, dafl absolut konvergente Reihen beliebig umgeordnet werden
diirfen:

Satz 13.9 (Umordnungssatz) FEs sei Zan eine absolut konvergente Reihe.

=0
Dann 1st auch jede Umordnung dieser Rezhe absolut konvergent mit dem gleichen

Grenzwert.

Beweis. Es sei s = Z a, und 7 : N — N bijektiv. Zu jedem € > 0 gibt es wegen
n=0

der absoluten Konvergenz ein N € N, so daf Z la,| < % Dann gilt

n=N
N-1 M 0o
‘S—E a, :‘ lim E ay— E an, :‘ lim E an, ‘ E E |ay| <—
M—o0 M—oo
n=0 n=0 n=N n=N
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Sei nun ein N’ € N so gewahlt, da {0,1,...,N — 1} C {7(0),7(1),...,7(N")},
dh. N > max(771(0),...77 (N — 1)}. Dann gilt fiir alle m > N’ nach der
Dreiecksungleichung

m m N-1
’Zar(n) - S’ < ’Zar(n) - Zan
n=0 n=0 n=0

N-1
denn in E Ar(n) — E a, heben sich ag,aq,...,an_1 gegeneinander weg und

N-1 00 i
+’Zan—5’<2\an\+§<e,
n=0 n=N

n=0
die Summe uber die verbleibenden Terme ist wie angegeben beschrénkt. Damit

konvergiert ZGT(”) gegen den gleichen Grenzwert s. Die absolute Konvergenz
n=0
folgt durch Wiederholung des Beweises fiir die Reihe Z |ar(n)]- O

n=0

Uber den Umordnungssatz lassen sich Doppelreihen sinnvoll —er-

klaren. Dazu betrachten wir die Bijektion 7 : N x N — N defi-
niert durch r(m,n) = DLy it Umkehrung 7N(k) =
a(a+3 ala+1 00
(edats) (@+3) k. k— 2+ )) (s 2551 oy Ist > .- ,ar absolut konvergent und
setzen wir a, = Qr(m,n) = Gmn, SO folgt
Z%—Z(Zamn)=2(2amn)-
m=0 n=0 n=0 m=0

14 Potenzreihen
Potenzreihen sind Verallgememerungen von Polynomen auf unendliche Summen,

also Reihen, P(z Z a2t = ao—i—z a,z" mit a,, € C und einer Unbestimmten
n=0 n=1

z € C. Beispiele sind die geometrische Reihe Zz" und die binomische Reihe
n=0

= (s
z) = Z (n) 2". Spéter werden auch die in einen anderen Ursprung z, € C

n=

verschobenen Potenzreihen P(z, zp) = Z an(z — 20)" betrachtet. Im allgemeinen

n=0
werden diese Reihen nicht fiir alle z € C konvergieren.

Satz 14.1 Konwvergiert eine Potenzreihe P(z Zan " in einem Punkt zo €
C, dann konvergiert sie absolut in jedem Punkt z 6 C mit |z| < |zo].
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Beweis. Die Folge (a,2{ )nen ist als Nullfolge insbesondere beschrankt, d.h. es gilt
a2y < S fiir alle n € N. Dann ist |a,2"| = ¢"[an2f| < ¢"S mit ¢ := [Z] < 1.

o o

Damit besitzt Z a,z" die konvergente Majorante Z q"S, so daf} die Reihe fiir
n=0 n=0

|z| < |z0| absolut konvergent ist. O

Dieser Satz liefert fiir jede Potenzreihe P(z) die Existenz eines Konvergenz-
kreises mit Radius

R(P) :=sup{r e R : P(r) konvergiert } € R, U{oo} .
Man nennt R(P) den Konvergenzradius von P.

Satz 14.2 Die Potenzreihe P ist fiir alle z € C mit |z| < R(P) absolut konver-
gent und fir alle z € C mit |z| > R(P) divergent.

Beweis. 1) Fiir |z] < R(P) gibt es ein r € R mit |z] < r < R(P), so da P(r)
konvergent ist. Dann ist P(z) absolut konvergent nach Satz [41]

ii) Sei |z| > R(P). Wire P(z) konvergent, so wire nach Satz [Z1 P(r) (sogar
absolut) konvergent fiir alle R(P) < r < |z|, im Widerspruch zur Supremumsei-
genschaft von R(P). O

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe P(z) kann unendlich sein; in diesem
Fall ist P(z) absolut konvergent fiir alle z € C. Der Konvergenzradius R(P) ist

0, wenn P(z) nur fiir 2 = 0 konvergiert. Die Bestimmung des Konvergenzradius
oo

von P = Z a,z" kann iiber das Wurzelkriterium oder das Quotientenkriterium
n=0

versucht werden; ersteres funktioniert immer:
Satz 14.3 (Cauchy-Hadamard) Sei P = > 7 a,2". Dann gilt R(P) =

mit L = limsup {/|a,|.

Beweis. Nach Definition von lim sup gibt es unendlich viele a,, mit {/|a,| > L—e,
also unendlich viele a,, mit |a,| > (L — €)”. Wéhlen wir z = 7= > R(P), dann
kann > a,|z|™ nicht konvergieren. Umgekehrt gibt es zu jedem e > 0 nur
endlich viele a,, mit {/|a,| > L+¢, also mit |a,| > (L+¢€)". Wahlen wir z = ﬁ,
dann konvergiert y ° - a, 2" absolut. Da € > 0 beliebig war, ist R(P) = % O

Offenbar gilt R(P) = %, falls {|*2}n>1 gegen ¢ konvergiert (Euler). Uber
Konvergenz von P(z) auf dem Rand des Konvergenzkreises, d.h. fiir |z] = R(P),
kann keine Aussage gemacht werden.

Beispiel 14.4 Fiir P(z) := Zz” ist nach Satz R(P)=1.

n=0
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o0

Fir P(z) = Ba(z) := Z (a) 2" ist nach Beispiel R(P)=1
n

n=0
. . — 2" .
Fiir den Polylogarithmus P(z) = Lis(2) := E — ist R(P) =
/rLS
n=1

Absolut konvergente Reihen kénnen nach Satz beliebig umgeordnet wer-
den. Dadurch wird es moglich, zwei Reihen innerhalb des gemeinsamen Konver-
genzkreises zu multiplizieren und nach gemeinsamen Potenzen von z umzuordnen,
dghnlich zum Produkt von Polynomen auf Seite Bk

Satz 14.5 Konvergieren die Potenzreihen f(z Zanz und g(z Z by 2"

im Punkt z € C absolut, so gilt

n

5= (i)

n=0 =
Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz gibt es A, B € R} mit Z lap,z"| < A

n=0

und Z |b,2"| < B. Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu jedem € > 0 ein N €

n=0
N mit )", |a,2"| < 35 und gleichzeitig Y ", |b,2"| < 55 fiir alle m > &k > N,
Wir betrachten die Partialsummen fy(z) = Eiio a,z", gN( ) = ano b, z" und
ha(2) = S22 SO0 agb, 2" Dann ist

|fn(z ) v(2) = hy(2)]

min(2N,n) 2N n 4N 2N
‘ E E akbn,kz" — E E akbn,kz”) = ‘ E E akbn,kz")
n=0 k=max(0,n—2N) n=0 k=0 n=2N+1 k=n—2N
3N N 3N 2N AN 2N
E E akbn_kz" -+ E E akbn_kz" -+ E E akbn_kz"
n=2N+1 k=n—2N n=2N+1k=N+1 n=3N+1 k=n—2N
N 3N 2N 3N
k n—k k n—k
< E ‘CLkZ ‘ E \bn,kz | + E ‘CLkZ ‘ E |bn,k2 |
k=0 n=2N+1 k=N+1 n=2N+1
2N 4N
k n—k
+ E lagz"| E by 2"
k=N+1 n=3N+1
2N
k k k
E laxz"| + B E |akz|+ lagz"| <e€.
k=N+1 k N+1
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Somit gilt lim f,,(2)gm(2) = lim h,,(z). Analog ergibt sich
m—r0o0 m—r00

(i) (Lo hel) = 3 (bl el

n=0

Aus Zan_kbkz" < |an_k| |bk]|2]|™ folgt nun die absolute Konvergenz von
k=0 k=0

f(2) - g(2). m

Satz 14.6 (Multiplikation der Binomialreihen) i) Fir alle s,t € C

und z € C mit |z| <1 gilt Bs(z) - Bi(z) = Bs14(2).
ii) Fir alle v € R mit |x| <1 und alle s € Q gilt Bs(x) = (1 + x)°

Beweis. 1) Nach Satz [ gilt

B.(2) - By(2) — i (zn: (Z) (n ! k))z" _ nf% (3 Z t) 2" = Byu(2) .

n=0 k=0

ii) Aus By(z) = (1 + )" fiir p € N folgt mit s = £ und ¢ € N*
(2) - Br(z) = Bp(z) = (1 +2)°

J/

B

Q3

TV
q mal

also Bg(a:) = (1 + z)7 wegen der Eindeutigkeit der Wurzel reeller Zahlen. Fiir

negative s benutzt man Bs(z) - B_s(z) = Bo(x) = 1. O
Daraus ergibt sich z.B.
— & Loy, b B-D(E-2)
1 _ 2 1 2. \2 2 2. \3 2 3.
T %()x * 9”1 > 1T T3 vt
1 1-3 1-3-5
4t 2 3 _ 4
Tt x+246x 2468
1 > /1 T O
_ 2 142y 2 2 2
VI %(n) LT S
1 1 3 1-3-5 1-3-5-7
—1-= 22 AR
2" T Taaet Taaest

Als weiteres Beispiel konnen wir die (sehr wichtige) Exponentialreihe

einfithren und untersuchen:
. . . . . z
Satz 14.7 i) Fir alle z € C ist die Exponentialreihe exp(z) = Z—
absolut konvergent, und es gilt | exp(z)| < exp(]|z]).
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ii) Fir alle w,z € C gilt exp(w) - exp(z) =
2‘ |N+1

N+1)'

2\2

xp(w

N
i) Fir N € N mit |2] <1+ 2 gilt ‘ exp(z Z

n=0

n!

iv) Es gilt exp(z) = lim (1 + 2)", insbesondere e = exp(1).

n—oo

an+41

—_

Beweis. 1) Das Quotientenkriterium liefert lim,, . [=25] = lim, o n‘ﬂl 0<
damit ist exp(z) fiir alle 2 6 C absolut konvergent. Die Ungleichung | exp(z)| <
exp(|z]) folgt aus Satz

ii) Fiir t € C ist nach Satz 1)

_ - - wn— = 1 - n—k _k \in
exp(wt)-exp(zt)—Z(Zﬁk') Zﬁ( ( ) 2 )t
n=0 k=0 n= =0
= Z (w+2)"t n'z) = exp((w + 2)t) .
n=0 ’
iii) Fiir |2] < 232 gilt
N 5 o) |Z‘n
() =2 - > = > B
=0 n=N+1 n=N+1
S el I
(N +1)! N+2 (N+2)(N+3) 7

|N+1 OO

Z( |Z| >k | |N+1 & 1 B 2| |N+1
N+1'k:0 N +2 (N+1) — 2k (N+ 1)1

iv) Aus ii) folgt exp(z) = (exp(2))" fiir alle n € N*. Damit gilt

‘exp(z) —(1+ ﬁ)n‘ = ‘(eXp(ﬁ))n —(1+2)

Offenbar gilt 1 + 2 < exp(12]) und deshalb

3
—

(exp())"(1+ 5" < n(exp(Eh)" < n(exp(Hh)" = nexp(z)

B
Il
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SchlieBlich gilt nach iii) fiir N =1 und |2| < 3, also n > 3|2|,
exp(z) — (14 2)] <210
n n M2
2
< u -nexp(z). Fiir n — oo folgt die Behauptung.
n?
U

und damit | exp(z) — (1+§)n

Diese Eigenschaften haben mehrere Folgerungen.

i) Wegen exp(0) = 1 existiert fiir alle z € C das Inverse (exp(z)) =
exp(—z) € C, damit ist exp(z) # 0 fiir alle z € C.

ii) Die Exponentialreihe konvergiert sehr schnell; im Schritt sy — sy der
Partialsummen verbessert sich die Konvergenz um den Faktor N + 2.
Damit kann die Eulersche Zahl e numerisch gut berechnet werden. Die
Folge e = nhﬂrrolo (1 + 1)" konvergiert viel schlechter.

iii) Es gilt exp s = ¢* fiir alle s € Q.

iv) Im Reellen folgt aus z; > x5 > 0 die Beziehung exp(z;) > exp(zs). Uber
exp(—z) = exp(x) folgt dann exp(z1) > exp(zy) fiir alle 1 > x9. Damit
ist die zugehorige reelle Exponentialfunktion streng monoton wachsend
auf R.

Restgliedabschatzungen wie bei der Exponentialfunktion werden oft benotigt.

Satz 14.8 Fine Potenzreihe P(z Z a,z" habe einen Konvergenzradius
R(P) > 0. Dann gibt es zu jedem 0 < r < R(P) und jedem p € N eine Konstante

o
¢y, € R, so daff ’Zanz” z|P fiir alle z € C mit |z| <.
n=p

[e.e] oo o0

Beweis. Setze ¢, = Z\akﬂ,\rk. Dann gilt ‘Zanz” < Z\anHzW =
k=0 n=p n=p

o

S Jagspl 21217 < 27 0

k=0

Eine wichtige Anwendung ist folgende Aussage iiber mogliche Nullstellen einer
Potenzreihe:

Satz 14.9 FEine Potenzreihe P(z Zan " mit ai, # 0 fiir mindestens ein k,

habe einen Konvergenzradius R(P) > 0. Dann gibt es ein 0 < r < R(P), so dafs
hichstens endlich viele Nullstellen in der Kreisscheibe K,.(0) = {z € C : |z| < r}
liegen.
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Beweis. Es sei N = min(k : ai # 0). Zu beliebigem 0 < r < R(P) gibt es nach
Satz ein ¢ > 0 mit ’P(z) - aNzN’ < c|z|¥*. Wire die Aussage falsch, so

enthielte jeder Kreis mit Radius ¢ um 0, mit £ € N*, eine Nullstelle z; # 0 von
P. Fiir diese gilt |ayzy | < ¢|z|V 1, also |an| < |z < §. Fiir k — oo ergibt
sich ein Widerspruch zu ax # 0. U

Satz 14. 10 (Identltatssatz fur Potenzreihen) Fir  zwei  Potenzreihen

Zan " und g(z) = anz mit positiven Konvergenzradien gebe es
n=0
eine Nullfolge (zk )ken mit f(zx) = g(zx). Dann gilt a,, = b, fir alle n € N.
Beweis. Folgt fiir P(z) = f(z) — g(z) aus Satz O

Gilt z.B. f(z) = g(z) innerhalb einer Kreisscheibe um 0 oder auch nur entlang
eines die 0 enthaltenden Kurvenstiicks, so ist f = g innerhalb des gemeinsamen
Konvergenzkreises.

Zusammenfassung Teil I11
e Folgen, Konvergenz, Grenzwert
e clementare Grenzwerte, Eulersche Zahl
e Satz von Bolzano-Weierstrafl
e Cauchy-Folgen, Vollstindigkeit iiber Cauchy-Kriterium
e Reihen: Konvergenz, geometrische Reihe, Leibniz-Kriterium

e absolute Konvergenz: Majorantenkriterium, Quotientenkriterium, Wur-
zelkriterium, Umordnungssatz

e Potenzreihen: Konvergenzradius, Multiplikationssatz, Identitiatssatz

e Binomialreihe, Exponentialreihe
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Teil IV
Metrische Raume und Stetigkeit

15 Euklidische, unitire und normierte Vektorrdume

Definition 15.1 Es sei K = R oder K = C und V ein Vektorraum iber K. Ein
Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung (, ) : V x V — K mit

(S1) (, ) ist linear in der zweiten Variablen, d.h.
(W, \Mur + Aav2) = A (w, v1) + Ao(w, va)

fiir alle v1,v9,w € V und A, Ay € K.

(S2) Es gilt (w,v) = (v, w) (komplexe Konjugation) fiir alle v,w € V.
(S3) Es gilt (v,v) >0 fiir alle v € V und (v, v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

Ein reeller bzw. komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heiBt euklidischer bzw.
unitrer Vektorraum oder (in der Funktionalanalysis) Pra-Hilbert-Raum.

Achtung: Wir verwenden hier die Konvention der Physik. In der mathematischen
Literatur wird das Skalarprodukt als linear in der ersten Komponente definiert.
In unserer Konvention folgt aus (S1) und (S2) fiir die erste Komponente

(AMw1+Aawsg, v) = (v, Mwi+Awse) = A\ (v, w1) + Ao (v, W) = )\_1<w1, U>+)\_2<w27v>'

In reellen Vektorrdumen ist das Skalarprodukt also auch in der ersten Variablen
linear. AuBlerdem vereinfacht sich (S2) in reellen Vektorrdumen zur Symmetrie

(v,w) = (w,v). Es sei bemerkt, daf aus (S2) folgt (v, v) € R, so da} (S3) sinnvoll
1st.

Beispiel 15.2 (Standardskalarprodukt in R™) Durch

(T, y) = 21y1 + ToYa + - + Tp¥Yn , fir = (r1,...,2,) €R",
y:(yla'-'ayn) GRTL

wird ein Skalarprodukt (, ) : R” x R™ — R definiert. Dieses heifit das kanonische
Skalarprodukt im R™. <

Beispiel 15.3 (Standardskalarprodukt in C") Durch

(w, z) == Wiz + Wazg + -+ + Wp2y , fir w=(wy,...,w,) €C",
z2=(21,...,2,) €C"

wird ein Skalarprodukt (, ) : C* x C" — C definiert. Dieses heifit das kanonische
Skalarprodukt im C™. <
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Beispiel 15.4 Es sei VV = R?. Dann definiert

X2 Y2

< ( - ) ’ ( " )> = (221 +@2)y1 + (21 + 202)y2 = (251 + y2) 21 + (91 + 2y2)22

ein Skalarprodukt. (S3) folgt aus (z,x) = 22?2 + 2x179 + 223 = (71 + 22)* + 23 +

x3 > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn z; = zo = 0. Dieses Skalarprodukt

ist verschieden vom kanonischen. Tatséchlich gibt es unendlich viele verschiedene
Skalarprodukte auf K. <

Beispiel 15.5 Es sei
2= {(aner = Y lanf* < o0}
n=0

der Vektorraum der quadrat-summaierbaren komplexen Zahlenfolgen. Dann defi-
niert

<CL, b) = Za_nbn ) a = (an>n€N7 b= (bn>n€N S 62
n=0

ein Skalarprodukt auf ¢2. Dabei wird verwendet, dafl wegen [@,b,| = |a,| [ba] <
5(lan|* + |b,|?) die unendliche Reihe nach Majorantenkriterium absolut konver-
giert. Ist (a,a) = 0, so folgt |a,|* = 0 fiir alle n, und (0),ey ist das neutrale
Element von /2. <

Wir kommen nun zur wichtigsten Ungleichung fiir Skalarprodukte.

Satz 15.6 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fs sei V' ein Vektorraum
iber K mit Skalarprodukt ( , ) :V x V — K. Dann gilt

}(w,v}’Q < (v, v)(w, w) fir alle v,w e 'V
mat Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. 1) Sei w # 0 (fiir w = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt), somit
ist (w,w) # 0. Dann gilt fiir beliebiges A € C

0 < (Aw — v, \w — v) = A\ (w, w) — Mw,v) — Mo, w) + (v, v)

(w,v) 1 9
= <w7w>')‘_ <w’w> + <w’w> ((w,w)(v,v) - ’<w7v>} ) :
Insbesondere gilt die Ungleichung fiir A = é;"’s))) und wird zur Ungleichung von

Cauchy-Schwarz.
ii) Gilt das Gleichheitszeichen in Cauchy-Schwarz, so ist

(w,0) |

(w, w)

(w — v, \w — v) = (w,w)')\—

71

Preliminary version — 31. Januar 2018



fiir beliebiges A € C. Damit gilt (Aw—v, \w—v) = 0 fiir A = %, somit v = Aw.
U

Definition 15.7 Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Norm auf V' ist eine Abbil-
dung || || : V — Ry mit

(N1) [[v|l=0 < wv=0,

(N2) [[Av]| = |A|||v]| fur alle v € V, A € K,

(N3) ||v + w| < ||v|| + ||w]|| fir alle v,w € V' (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum mit Norm heiBt normierter Vektorraum.

Satz 15.8 Jeder euklidische und unitdre Vektorraum ist auch ein nmormierter
Vektorraum mit ||v]| := /(v,v).
Beweis. (N1) und (N2) sind klar, (N3) folgt aus Cauchy-Schwarz:

v+ wl|* = (v +w,v+w) = (v,v) + 2Re((v, w)) + (w, w)
< (v, v) + 2|{v,w)| + (w, w)
< (v, 0) +2v/ (v, v){w, w) + (w, w) = (||v] + [|w]])* . m

Damit liefern die Beispiele auch Beispiele fiir normierte Vek-
torrdume. Dabei werden die durch die Standard-Skalarprodukte aus den Beispie-
len [R2AMH3F und induzierten Normen meist mit || |2 bezeichnet. Weitere
Beispiele sind:

Beispiel 15.9 i) V =K"ist mit ||z]|y := D>, @] fir . = (z1,...,2,) €
K" ein normierter Vektorraum (K", || ||;). (N1) und (N2) sind klar, (N3)
folgt aus der Dreiecksungleichung in R bzw. C fiir jede Komponente.

1

i) flzll, == (X0, |a|?) 7 ist fiir jedes 1 < p < oo eine Norm auf K". Vorerst
kénnen wir die Norm nur fiir p € Q definieren. Der typische Beweis
erfordert die Minkowskische Ungleichung, die erst spéter bewiesen wird.<

Beispiel 15.10 Es sei

= {(an)neN : i lan| < oo}

der Vektorraum der absolut-konvergenten Reihen (oder der summierbaren kom-
plexen Zahlenfolgen). Dann definiert
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eine Norm auf ¢!. Tats#chlich gilt

la+blly =) lan +bal <> lan] + > [bal = llall + [[b]]1 -
n=0 n=0 n=0

Aus ||all; = 0 folgt a,, = 0 fiir alle n, und (0),cy ist das neutrale Element von ¢*.
<

Beispiel 15.11 Sei M eine beliebige Menge und ¢°(M) die Menge der be-
schrankten Abbildungen f : M — K. Mit der punktweisen Addition (f; +
f2)(m) = fi(m) + fo(m) und (Af)(m) := Af(m) wird £*°(M) zu einem Vek-

torraum. Dann wird durch
£ lloo = sup | f(m)]
meM
eine Norm (die Supremums-Norm) erkldrt. Tatsdchlich gilt

1 =+ gllo = ilelﬁlf(m) +g(m)| < nsllellﬂf}(lf(m)l +lg(m)[)

< sup ([f(m)]+ [g(m")]) = [Ifllee + [1glloc -

m/,m'"e M
Ist || flloo =0, so ist f(m) = 0 fiir alle m, und f ist die Nullabbildung. Somit ist
(0°(M), ]| |leo) ein normierter Vektorraum.
Ein wichtiger Spezialfall ist ¢> := ¢>°(N). Der Vektorraum ¢>*({1,2,...,n})

kann mit K" identifiziert werden, und die Supremumsnorm mit
[(z1, - 2n)[[oo = maxi=y,_n |2l <

Satz 15.12 Sind a = (ap)nen € * und b = (by)nen € £°°, so gilt fiir die Folge
ab := (anbp)nen der Produkte ||abl|y < ||a||1||b|lee. Insbesondere ist ab € 1.

Beweis. Die Folge ab hat wegen |b,| < ||b]|» die konvergente Majorante al|b]|s €
. O

Mit ||a||1, ||az|| und ||a||« haben wir auf dem unendlich-dimensionalen Vektor-
raum aller (nicht notwendig konvergenten) Folgen (a,),en verschiedene Normen
erklirt, so daf§ ¢!, /2 und ¢* verschiedene normierte Vektorriume werden. Die
konstante Folge a,, = 1 liegt in ¢*°, nicht aber in ¢! und ¢2. Die harmonische Rei-
he a, = %H liegt in ¢2, nicht aber in ¢!. In endlich-dimensionalen Vektorriumen
kann es diese Unterscheidung nicht geben:

Definition 15.13 Zwei Normen || ||, und || ||, auf einem Vektorraum V' heiBen
aquivalent, wenn es positive Zahlen ¢, C' > 0 gibt, so daB fiir beliebige = € V gilt
cllzfla < flzfle < Cllfla-
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Satz 15.14 Je zweit Normen auf einem n-dimensionalen Vektorraum V iiber K
sind dquivalent.

Beweis. 1) Zunichst zeigen wir fir V' = R"™, da8 eine beliebige Norm || || &quivalent
ist zur Standardnorm || || = /(, ). Es sei (ey,...,e,) die Standardbasis. Dann

gilt fiir = )" | x;e; nach Dreiecksungleichung und Cauchy-Schwarz

n n n
lzll < > lwallleall < 4| D 1zl (| D lleall? = Cll]lz - ()
i=1 i=1 i=1
—_———
c

Zur Umkehrung betrachten wir die Einheitssphiire S"~ ! := {y € R" : ||yl =
1} € R™ Sei ¢ := infyegn-1 [Jy||. Wir zeigen im folgenden Lemma: Das Infimum
ist Minimum, d.h. es gibt ein a € S"! mit ||a| = ¢. Wegen 0 ¢ S™! ist dann
¢ > 0, und es folgt ¢||x||2 < ||z|| fir alle z € R™ (klar fiir x = 0, ansonsten setze
Y= € S,

Damit ist der Beweis fiir V = R" abgeschlossen. Fir V = C"
entsteht fir = = >, xe mit ; € C in (*) die Ungleichung
Izl < V2 ((Re(z))? + (Im(:))?) = C||(Re(z),Im())]l2, so daB wir
(Re(z),Im(z)) als Punkt im R?" auffassen kénnen. Nach analoger Diskussion
der Sphére S?"~! ist dann auch der Fall V' = C" bewiesen.

ii) Sei nun V ein beliebiger n-dimensionaler Vektorraum und || ||a, || ||» zwel
Normen auf V. Wir wéhlen eine Basis B = (vy,...,v,) von V und zerlegen einen
beliebigen Vektor v = zjv; + - -+ + z,v, € V nach dieser Basis. Dann sind

H<~r17 ey xn)”a,B = ”xlvl"i_' : '+xnvn”a ) ”(.7717 s 7'rn>Hb,B = Hxlvl"i_' : '+.’En'Ung

zwei Normen auf K". Somit gibt es ¢, C' > 0, so daf} fiir alle z,...,z, € K gilt

cll(@r, . wn)llas < (@1 @) llos < Cll(2r, - 20) o -
Folglich ist c||v||, < [Jv]]y < Cllv]|q fiir beliebige v € V. O
Lemma 15.15 Sei || || eine beliebige Norm auf R™ und S™!' = {y €
R™ : |lylls = 1} die Einheitssphdre beziiglich der Standard-Norm || ||2. Sei

1

¢ :=1infyecgn1 ||y||. Dann gibt es ein a € S™~ ! mit ||a|| = c.

Beweis. Nach Cauchy-Schwarz gilt 0 < ||z]] < C fiir alle z € S""!. Damit ist
die Menge T := {||lz|| : = € S™ '} C R beschrinkt, besitzt also ein Infimum
c. Angenommen, c¢ ist nicht Minimum. Dann muf 7" eine unendliche Menge von
Punkten sein, und da c+ #1 keine untere Schranke von 7T ist, gibt es eine gegen ¢
konvergente Folge von Punkten aus 7. Somit gibt es auch eine Folge (xj)ren von
Punkten z;, € S"~!, fiir die die Folge (||zx||)ren reeller Zahlen gegen ¢ konvergiert.
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Wir betrachten die Komponenten xz; von xp = (Zg1,...,Tkn). Wegen
S lxkl® = 1 ist die Folge (wg1)ken beschrinkt. Damit enthélt sie nach dem
Satz von Bolzano-Weierstra$ eine gegen a; konvergente Teilfolge (x,, 1)men. Ana-
log konstruiert man eine gegen ay, konvergente Teilfolge von (zy, 2)men, usw.,
bis schliellich eine Teilfolge von (xy) erhalten ist, die komponentenweise gegen
a = (ay,...,a,) konvergiert. Diese konvergente Teilfolge sei wieder mit (xy)ken
bezeichnet. Dann gilt a? + - - -+ a2 = limy_yoo (23 + -+ 23,) =1, d.h. a € S" 1.
Andererseits gilt nach Dreiecksungleichung und Cauchy-Schwarz

¢ < llall < lla = 2]l + ) < Clla = willa + Jael| v alle k € N

Nun ist limg o [|a — x|l = limg_o \/|a1 — x|+ .. Jan — Tkp/? = 0 und
limy o0 |||l = ¢, also ||a|| = ¢ und damit ¢ Minimum. O

Abschlieflend sei bemerkt, dafl die durch ein Skalarprodukt induzierte Norm
die einzige ist, die die Parallelogrammgleichung erfiillt:

Satz 15.16 FEssei (V)| ||) ein normierter Vektorraum iber K. Die Norm || || geht
genau dann aus einem Skalarprodukt hervor, wenn die Parallelogrammgleichung
qgilt,

v 4 wl|? + [Jv — wl||* = 2||v||* + 2||w|? fiir alle v,w €V .

Beweisidee. Die Richtung (=) ist einfaches Nachrechnen. Fiir die Umkehrung
(<) definiert man iiber die Polarisationsformeln
(v,w) = 3 (Ilv + wl* = lv — wl* = illv + iw|* + o —iw]*)  fir K=C,
(v,0) = Lo+ wl]? = o — w]?) fiir K = R
zundchst Abbildungen (, ) : V' x V — K| fiir die man dann die Eigenschaf-

ten (S1)—(S3) zeigen mufl, wobei die Parallelogrammgleichung eingeht. Fiir die
Linearitét ist das eine sehr miihsame Rechnung! U

16 Metrische Riume

Fiir reelle oder komplexe Zahlen hatten wir einen Abstand |z — w| eingefiihrt.
Zentral war die Dreiecksungleichung, die in vielen Konvergenzbeweisen benotigt
wurde. Dieser Abstandsbegriff wird nun umfassend verallgemeinert:

Definition 16.1 Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Ab-
bildung d : X x X — R, , dem Abstand oder der Metrik, wenn gilt:

(D1) d(z,y) =0 < x=y,

(D2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),

(D3) d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung).
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Jeder normierte Vektorraum ist auch metrischer Raum mit Abstand d(z,y) =
|z — y||. Fiir den K™ mit der aus dem Skalarprodukt erhaltenen Standardnorm
gilt der Satz des Pythagoras d(z,y) = /|71 — 1|2 + - + |20 — yn|?.

Beispiel 16.2 Auf der Sphire S? = {z = (z1,79,23) € R® : ||z|3 = 23 +
x3 + r2 = 1} 148t sich neben einem aus einer Norm auf dem umgebenen R?
geerbten Abstand folgende Metrik einfiihren: zu zwei Punkten z,y € S?, z # y
gibt es einen eindeutigen Groflkreis G durch diese Punkte. Dieser Grofikreis ist
der Schnitt von S? mit der Ebene durch (0, x,y). Dann wird der Abstand erklért
als Winkel d(z,y) := |£(z,0,y)| zwischen z,y auf G. N

Beispiel 16.3 Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind eine (auch fiir die Physik)
wichtige Klasse von Rdumen M, in denen fiir Tangentialvektoren an Kurven
durch einen beliebigen Punkt x € M ein Skalarprodukt erkldrt ist (und dieses
héngt in reguldarer Weise vom Punkt x € M ab). Unter Verwendung der Inte-
gralrechnung 1d8t sich dann die Lénge L(c) einer (geniigend reguldren) Kurve
zwischen Punkten x,y € M definieren, und

d(xz,y) = inf{L : es gibt eine Kurve ¢ zwischen x,y mit L(c) = L}
definiert eine Metrik auf M. <

Uber die Metrik fithren wir den zentralen Begriff der offenen Teilmengen ein:

Definition 16.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r > 0. Dann heiBt
die Teilmenge
K.(a):={x € X : d(a,z) <r} C X

die offene Kugel in (X, d) mit Mittelpunkt a und Radius r.

Diese Kugeln konnen je nach Metrik verschiedene Formen haben:

Beispiel 16.5 Betrachtet werde X = R? mit den Metriken d,(z,y) = ||z — yl|,,
die aus den Normen || ||,, 1 < p < oo, aus Beispiel induziert werden. Dann
haben die Einheitskugeln mit » = 1 um a = 0 folgende Gestalt:

1
p =00
p=1
-1 1
-1
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Definition 16.6 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Eine Teilmenge U C X heiBt Umgebung eines Punktes a € X, wenn es eine
offene Kugel K.(a) C U gibt. Speziell heiBt K (a) die e-Umgebung von a.

i) Eine Teilmenge U C X heiBt offen, wenn jeder Punkt x € U eine in U
enthaltene e-Umgebung besitzt, d.h. Vo € U Je > 0 : K. (x) CU.
AuBerdem werden die gesamte Menge X C X und die leere Menge o C X
als offen erklart.

iii) Die Gesamtheit aller offenen Teilmengen von (X, d) heiBt die von d erzeugte
Topologie auf X .

iv) Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

v) Sei Y C X eine Teilmenge. Ein Punkt y € X heit Randpunkt von Y, wenn
es in jeder Umgebung von y sowohl Punkte aus Y als auch aus X \ Y gibt.
Die Menge aller Randpunkte von Y heiBt der Rand von Y und wird mit 9Y
bezeichnet.

Damit sind X und @ sowohl offen als auch abgeschlossen in X. Verschiedene
Metriken (und Normen) kénnten verschiedene Topologien erzeugen. In unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen ist das in der Tat der Fall, im endlich-dimensionalen
Fall nach Satz [[5.14] aber nicht.

Satz 16.7 In einem metrischen Raum (X, d) gilt:
i) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
i) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

iii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen.

iv) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

v) Hausdorffsches Trennungsaziom: Zu je zwei Punkten x,y € X mitx # y
gibt es disjunkte offene Umgebungen U von x und V vony, d.h. UNV =
<.

Beweis. 1) Seien Uy, ..., U, € X offen und U := (., U;. Entweder ist U = &
(und alles klar), oder es gibt ein x € U. Damit ist x € U; fir alle ¢, und da U,
offen ist, gibt es K, (z) C U;. Sei € := min;—1__,(¢;), so folgt K (z) C U; fur alle
i und damit K (z) C U.

ii) klar.

iii) Fiir A; € X folgt X\ ("), 4:) = U,(X\ 4;). Nach ii) ist (), A; abgeschlossen
fiir A; abgeschlossen.

iv) Fiir A; € X folgt X \ (U, 4;) = N, (X \ 4;). Nach i) ist J;_, 4;

abgeschlossen fiir A; abgeschlossen.

.....
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v) Sei € = d(x,y). Dann sind K¢ (z) und K¢(y) disjunkt nach Dreiecksunglei-
chung. O

Beispiel 16.8 In R versehen mit d(z,y) = |x — y| sind fiir a < b die Intervalle
la, b[ offen und die Intervalle [a, b] abgeschlossen.

Ist (1,)nen eine Intervallschachtelung in R mit x € I, fiir alle n, also {z} =
Moo In, S0 ist jeder einzelne Punkt {z} abgeschlossen nach Satz [[E7iii). Das
Komplement R\ {z} ist somit offen.

Auch offene Intervallschachtelungen kénnen genau einen gemeinsamen Punkt

haben, z.B. J, = ]—n%rl, n%rl[ mit ()~, Jn = {0}. Deshalb ist der Durchschnitt
beliebig vieler offener Mengen im allgemeinen nicht offen. <

Satz 16.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt:
) Yo:={yeY : ye& oY} ist offen in X.
ii) Y :=Y UdY ist abgeschlossen in X.
iii) JY ist abgeschlossen in X.

Man nennt Y den Abschlufl von Y in X und Y° das Innere von Y.

Beweis. i) Fir Y° = @ ist alles klar. Ansonsten sei z € Y° beliebig. Da z kein
Randpunkt von Y ist, gibt es eine Umgebung U von = mit entweder U C Y oder
UCX\Y.Wegenz € Uund x ¢ X\Y ist der zweite Fall ausgeschlossen. Durch
Einschrankung kann U C Y offen gewédhlt werden. Dann kann U kein a € 9Y
enthalten, denn sonst wére U auch Umgebung von a und enthielte damit Punkte
aus X \ Y. Somit ist UNJY =@ und U C Y°.

ii) Fiir X =Y := Y U Y ist alles klar. Ansonsten gibt es ein z € X \ Y. Da
X offen ist und = ¢ 9Y, gibt es eine offene Umgebung U von z, die Y nicht trifft,
dh. U C X\ Y. Wie in i) folgt dann U NJY = &, also U C X \ Y. Damit ist ¥
abgeschlossen.

iii) X\ Y =Y°U (X \Y)° ist offen. O

Definition 16.10 Fiir eine Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes (X, d) wird
der Durchmesser definiert als diam(Y') := sup, ,cy d(7,y). Eine Teilmenge Y C X
heiBt beschrankt, wenn diam(Y") < oo.

Beispiel 16.11 Die n-dimensionale Einheitsvollkugel B™ := {x € R" : ||z|| <
1} ist abgeschlossen im R™. Thr Rand ist die Einheitssphire S"! := 9B" =
{z € R" : |z|l2 = 1}, sie ist ebenfalls abgeschlossen im R". Es ist dann
sinnvoll, offene Teilmengen von S™~! zu betrachten. Jeder Durchschnitt der S™~*
mit einer offenen Teilmenge des R™ definiert eine offene Teilmenge von S™~!. Im

Sinne dieser Teilmengen ist S" ! dann offen und abgeschlossen zugleich. Es gilt
diam(B") = 2. q

78

Preliminary version — 31. Januar 2018



17 Konvergenz und Vollstindigkeit in metrischen
Riumen
Definition 17.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z)ren eine Folge von Punk-

ten aus X. Die Folge () heiBt konvergent, wenn es ein a € X gibt mit folgenden
aquivalenten Eigenschaften:

i) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N mit d(a,x)) < € fiir alle £ > N.
ii) Zu jeder Umgebung U von a gibt es ein N € N mit x;, € U fiir alle k > N.
i) Es gilt limy,_ o d(zx,a) = 0.
Im Konvergenzfall heiBt a € X der Grenzwert der Folge (x)ren, und man schreibt

llmk*)w T — Q.

Definition 17.2 i) Eine Folge (xj)ren von Punkten aus X heiBt Cauchy-
Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so daB d(x,, x,,) < € fiir
alle m,n > N.

i) Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in
ihm konvergiert.

iii) Ein (bezliglich des Abstands d(z,y) = |z — y||) vollstindiger normierter
Vektorraum heiBt Banach-Raum.

iv) Ein (beziiglich des Abstands d(z,y) = v/{(x — y,x — y)) vollstindiger eukli-
discher oder unitarer Vektorraum heiBt Hilbert-Raum.
Aus der Dreiecksungleichung folgt:
i) Existiert der Grenzwert, so ist er eindeutig bestimmt.

ii) Jede konvergente Folge in einem beliebigen metrischen Raum (X, d)
ist Cauchy-Folge. (Die Umkehrung gilt nur in vollstindigen metrischen
Réumen.)

Nach Satz [2.14l ist in endlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen der
Konvergenzbegriff unabhéngig von der Wahl der Norm. Insbesondere konvergiert

im R" eine Punktfolge (zy)reny mit xx = (g1, .., Tk,) genau dann gegen a =
(a1,...,a,) € R" wenn firr jede Koordinate 1 < i < n die Folge x; gegen a;
konvergiert.

Satz 17.3 Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum ist vollstindig.

Beweis. Nach Satz [[D.T4 geniigt es in endlich-dimensionalen Vektorrdumen,
die Vollstéandigkeit beziiglich einer Norm nachzuweisen. Nach Wahl einer Ba-
sis konnen wir uns dann auf K™ beschrénken. Sei also (2 )ren eine Cauchy-Folge
beziiglich der || ||;-Norm von Punkten xy = (x1, ..., Tk,) € K" Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein N € N, so daB fiir alle k,l > N gilt

||:L‘k —l‘lHl = |l‘k1 —l‘l1| —+ -4 |l‘]m —l‘ln| < €.
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Also ist (xg;)ken eine Cauchy-Folge in K fiir jedes ¢ = 1,...,n. Wegen der
Vollstandigkeit von K konvergiert (xj;)ren gegen ein a; € K. Damit konvergiert
(xx) gegen a = (aq,...,ay). O

Satz 17.4 Die normierten Vektorriume (* und ¢ sind vollstindig. Insbesondere
ist 0% ein Hilbert-Raum.

Beweis. Sei p = 1 oder p = 2. Sei (x())ren eine Cauchy-Folge von Zahlenfolgen
Ty = (Tayn)nen € 7, dh. ||zw) — 2@, < € fiir alle k,1 > N. Wegen |y,| <
[(gn)nenllp gilt |2@m — z@nl < llow —zpll, <€ dh. fir jedes n ist (2w )ren
eine Cauchy-Folge in K, die somit gegen eine Grenzfolge © = (x,,),en konvergiert,
Ty 1= liMg 00 T(k)n-

Wir zeigen: x = (x,,) € P mit ||z — x|, = 0. Aus ||z — 2|, < € fiir alle
k,l > N folgt insbesondere

K
S lzggn — x@nl? <&@ fiwalle K €N, k1> N.

n=0
Da fiir festes n € N die Folge (2, )ien konvergent ist, ergibt sich im Limes [ — oo

K K
= li ( n np): n np<p.
s = lim 0|~”U<lc> Z(1yn] Z‘amm Tnl” < €

n—=

Fiir festes k& > N ist die Folge der Partialsummen (sx) monoton und be-
schrénkt, so dal im Limes K — oo folgt ||z — x|, < e SchlieBlich gilt
|zl < Nz = 2@y + [|2wllp < o0, also z € 7. O

Es wird sich spéter zeigen, dafl (unter einer technischen Annahme, der Separabi-
litét) jeder unendlich-dimensionale Hilbert-Raum vermoge einer Orthonormalba-
sis mit £? identifiziert werden kann.

Mit dhnlichen Techniken zeigt man: ¢*°(M) ist Banach-Raum fir eine belie-
bige Menge M.

Die folgende Eigenschaft ist eine sehr niitzliche Charakterierung abgeschlos-
sener Mengen:

Satz 17.5 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X ist genau
dann abgeschlossen in X, wenn fir jede in X konvergente Folge (yr)ren mil
Y €Y qilt limg ooy =x €Y.

Beweis. (=) Sei Y C X abgeschlossen und = = limy_,o ¥ mit yx € Y. Ange-
nommen, z ¢ Y, also z € X \ Y. Da X \ Y offen ist, gibt es in X \ Y eine
e-Umgebung U, um z. Da = der Grenzwert der Folge (yy) ist, gibt es ein n € N,
sodafl yr € U. C X \ Y fiir alle & > n, Widerspruch.
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(<) Die Grenzwerte aller konvergenten Folgen von Punkten aus Y liegen in
Y. Wir zeigen: X \ Y ist offen. Angenommen, es gibt einen Punkt z € X \ Y,
der keine e-Umgebung in X \ Y besitzt. Anders formuliert: Jede e-Umgebung von
Z enthélt einen Punkt aus Y. Somit gibt es zu jedem k € N ein y, € Y mit
d(Z,yx) < € := k%rl Auf diese Weise wird eine Folge (yx)ren von Punkten aus Y
konstruiert, die gegen = konvergiert. Nach Voraussetzung ist £ € Y, Widerspruch.

U

18 Stetigkeit

Definition 18.1 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und a € X. Eine
Abbildung f : X — Y heiBt stetig im Punkt a € X, wenn es zu jeder Umgebung
V CY von f(a) € V eine Umgebung U C X von a € U gibt mit f(U) C V. Die
Abbildung f : X — Y heiBt stetig auf X, wenn f in jedem Punkt a € X stetig ist.

Stetigkeit bedeutet also, dafl eine geniigend kleine Umgebung von a unter f nicht
auseinandergerissen wird. Insbesondere kann V' als e-Umgebung gewihlt werden,
und die zugehorige Umgebung U von a enthélt zumindest eine offene Kugel um
a:

Folgerung 18.2 Die Abbildung f : X — Y 1ist genau dann stetig in a, wenn fir
alle € > 0 ein 0 > 0 existiert, so daf

dy (f(z), f(a)) <e fir alle x € X mit dx(z,a) < 4§ .

Zu beachten ist, dal § von € und im allgemeinen auch von a abhéngt: wird e ver-
kleinert, so mufl im allgemeinen auch ¢ verkleinert werden, damit die Relationen
richtig bleiben.

Definition 18.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum und D C X. Dann nennen wir
eine Abbildung f : D — K eine (komplexwertige fir K = C, reellwertige fir K =
R) Funktion. Die Teilmenge D C X heiBt Definitionsbereich, das Bild f(D) C K
Wertebereich.

Entsprechend heifit eine Funktion f : D — K stetig im Punkt a € D, wenn es zu
jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so daf§ gilt:

lf(x) — fla)| <€ fiir alle x € D mit d(x,a) <9 .

Die iiblichen Rechenregeln fiir reelle oder komplexe Zahlen iibertragen sich punkt-
weise auf Funktionen f,g: X — K (mit ¢ € K):

(f +9)(@) = f(x) +g(x), (f-9)(x):=fz) g(x), (cf)(x):=c-flz),
5(1’) = % falls g(x) # 0 fir alle x € X |
fla) = f(z), (Re f)(x) := Re(f(x)) ,  (Im f)(2) := Im(f(z)) .
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Beispiel 18.4 Die Funktion f(z) = 2", mit n € N, ist stetig auf ganz C.
Beweis. Sei zy € C fest gewahlt und € > 0 beliebig. Es gilt

[f(2) = flzo)l = " = 2] = [z — 20l [2" " + 2" P20+ o+ 22g " 2|

< |z — 2| - nmax(|z[", [20]"7Y) .

Fiir n = 0 ist alles offensichtlich, ansonsten wihle |zp — 2| < § =
min(l, ;rrisa=r). Dann ist [2] < [z — 2| + [z0| < (1 + |20/), und daraus folgt
1/ (2) = f(z0)] <& <4

Beispiel 18.5 Die Funktion f(z) = exp(z) ist stetig in ganz C.
Beweis. Sei zp € C fest gewéhlt und € > 0 beliebig. Es gilt

| exp(z) —exp(20)] = [exp(20) - (exp(z — 20) — 1)| < exp(|z0])] exp(z — 20) — 1] -

Nach der Abschéitzung in Satz [[Z7iii) fiir N = 0 gilt fiir [z — 20| < 1 die Relation

lexp(z — 2z9) — 1| < 2]z — 2p|. Somit geniigt es, § := min(1, Sep(my 21 wihlen. <

Beispiel 18.6 Fiir k € N* ist die Wurzelfunktion f : Ry — Ry, f(x) := {x
stetig.

Beweis. Sei xg > 0. Fiir y > 0 gilt y* < (14+y)*—1, also (/= — 1)k < = —1und
/x— Yo < Vo — xp fiir @ > 29 baw. (Tausch g < x) |/ — x| < /|2 — 0|

fiir alle , 79 € R,. Dann geniigt es, § = € zu wihlen. <

Beispiel 18.7 Unter Verwendung der demnéchst einzufiihrenden Funktion sin
. . 0 firx =0,

sei f: R — R definiert durch f(z) = sinl fire#£0.

Dann gilt f(U) = [—1, 1] fiir jede Umgebung U von 0, so da8 f in 0 nicht stetig

ist (withle z.B. V =]-1 1|). Q

272

Ein historisch bedeutsames Beispiel ist die nirgends stetige Funktion f : R — R
. 1 firzeqQ
rmtf(x)—{ 0 firzéQ
Eine wichtige Klasse stetiger Abbildungen ist:

Definition 18.8 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen heiBt
Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so daB fiir alle z, 2’ € X gilt

dy (f(x), f(z')) < L-dx(z,2") .

Jede Lipschitz-stetige Abbildung ist stetig: Man wihle ¢ := ¢ fiir L # 0 und
0=1fir L=0.

82

Preliminary version — 31. Januar 2018



Satz 18.9 FEs sei (V)| ||) ein normierter Vektorraum. Dann ist die Norm, auf-
gefafst als Abbildung || || : V — R zwischen metrischen Rdumen, Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 1.

Beweis. Zu zeigen ist |||z — |lyll| = d(|z]. [yll) < d(=.y) = [|= — y||. Das folgt
aus den Dreiecksungleichungen ||z|| = ||z —y + y|| < ||z — y|| + ||y|| und ||y|| =
ly =z + 2z <z =yl + [zl [

Beispiel 18.10 Folgende Funktionen sind Lipschitz-stetig:
i) die konstante Funktion f(z) = ¢ (mit L = 0),
ii) lineare Funktionen f(x) = ax + b (mit L = |al),

iii) f(x) = l|z|, f(x) = Re(x), f(x) =Im(x), f(x) =7 jeweils mit L =1. <

Satz 18.11 (Folgenkriterium der Stetigkeit) Eine Abbildung f : X — Y
zwischen metrischen Rdaumen XY st genau dann stetig im Punkt a € X, wenn
fiir jede Folge (x1)ren von Punkten aus X mit limg_o 21 = a gill

lim f(zx) = f(a) .

k—o00
Beweis. (=) Sei f: X — Y stetig in a. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0,
so daB d(f(z), f(a)) < € fiir alle z € X mit d(z,a) < 8. Ist (z,)nen eine beliebige
gegen a konvergente Folge in X, dann gibt es nach Definition des Grenzwertes
ein N € N, so daB d(z,,a) < 0 fiir alle n > N. Also ist d(f(z,), f(a)) < e fir
alle n > N wegen der Stetigkeit von f in a, und f(a) ist Grenzwert der Folge
(f(zn))neny in Y.

(<) Die Folgenbedingung sei fiir alle gegen a konvergenten Folgen erfiillt.
Angenommen, f wire nicht stetig in a. Das bedeutet: Es gibt ein € > 0, so dafl
fiir alle § > 0 gilt: Aus d(z,a) < § folgt d(f(z), f(a)) > e. Wihle § = n}rl und
fiir jedes n € N einen Punkt z,, € X mit d(x,,a) < HLH Damit gibt es eine gegen
a konvergente Folge (,)nen, fiir die gilt d(f(z,), f(a)) > € fir alle n € N, im
Widerspruch zu lim,, . f(x,) = f(a). O

Beispiel 18.12 Eine Abbildung f : R? — R sei definiert durch

2L fi () £ 0,0)
flay) = { 0 fir (z,y) = (0,0)

Dann ist f nicht stetig in a = (0,0), denn fiir die gegen (0, 0) konvergente Folge
2 = (#1,#1) gilt f(zx) = 1 # 0. Fiir die Folge 2z, = (%H,O) gilt dagegen
f(zx) = 0. Es reicht also nicht, das Folgenkriterium fiir geniigend viele Beispiel-
Folgen zu iiberpriifen! <
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Satz 18.13 Sei X metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — K" mit f(x) =
(fi(x),..., fu(x)) ist genau dann stetig im Punkt a € X, wenn jede Komponen-
tenfunktion f; : X — K stetig in a ist.

Beweis. Die Folge (f(xr))ren ist genau dann in K" konvergent gegen f(a), wenn
jede Komponente (f;(zx))ren gegen fi(a) konvergiert. (Siehe die Bemerkung im
Anschlufl an Definition [7.2) O

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Satz [[{L3 iibertragen sich auf stetige Funk-
tionen:

Satz 18.14 Die Funktionen f,g: X — C seien stetig in a € X. Dann gilt:
i) Die Funktionen f + g, f - g sind stetig in a.

ii) Ist g(a) # 0, so ist auch g(x) # 0 in einer Umgebung U C X wvon a, und
die Funktion % :U — C st stetig ina € U.

Beweis. 1) Ist (z,)nen eine beliebige Folge in X mit lim, .z, = a, so gilt
lim, . f(z,) = f(a) und lim, . g(x,) = g(a). Satz liefert lim,, o (f +
9)(z,) = (f+g)(a) und lim,, o (f-9)(x,) = (f-g)(a). Nach dem Folgenkriterium
sind dann f + g und f - g stetig.

ii) Wir zeigen: Ist g stetig in a € X, dann enthélt U := {z € X : |g(x)| >
:l9(a)[} C X eine offene Kugel um a. Fiir g(a) = 0 ist U = X, ansonsten gibt es
zue = $g(a)ein § > 0, so daf fiir alle z € X mit d(z,a) < § gilt [g(z) —g(a)] <e.
Dann gilt (Lemma B.8)

l9(@)| = [1g(a)| = lg(x) — g(a)l| = %Ig(a)l fiir d(z,a) < 9.

Somit ist X N Ks(a) C U, und X N Kj(a) enthilt als offene Teilmenge eine offene
Kugel. Damit ist U Umgebung von a.

Sei nun (z,)nen eine gegen a konvergente Folge von Punkten z; € U, dann
konvergiert (g(xn))neN gegen i(a). O

Folgerung 18.15 Die Menge der stetigen Funktionen auf einem metrischen
Raum X bildet einen Vektorraum C(X). Die Menge Co(X) = {f €
C(X) : sup,ex|f(z)] < oo} der stetigen beschrinkten Funktionen bildet
einen Untervektorraum, der mit der durch || f|« = sup,ex |f(2)| definierten
Supremums-Norm zu einem normierten Vektorraum wird.

Wir werden spéter zeigen, da8l (C,(X), || ||) vollstandig ist und daf fiir kompakte
metrische Rdume K gilt C(K) = Cy(K).

Beispiel 18.16 i) Die reellwertige Funktion f(z) = 2° fir + € RY und
s € Q ist stetig, aber nicht beschrinkt
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ii) Jedes Polynom ist auf ganz C stetig, aber nur die konstanten Polynome
sind beschrankt.

iii) Jedes Polynom in mehreren Variablen

ni N,
Flar, o m) =D e ) Q@

k1=0 km=0

ist stetig auf C™ bzw. K™, aber nicht beschrankt.

iv) Jede rationale Funktion ist stetig auf ihrem Definitionsbereich, aber nicht
notwendig beschrénkt.

v) Die Projektion
x

PRI} ST ) =

ist stetig und beschrénkt. <

Sind f: X - Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen metrischen Réumen,
dann hatten wir die zusammengesetzte Abbildung g o f : X — C erklédrt durch

(g o f)(x) = g(f(x)).

Satz 18.17 Seien f: X — Y stetig in a und g : Y — Z stetig in f(a), dann ist
fog: X — Z stetig in a.

Beweis. Konvergiert (z,),en gegen a, dann konvergiert (f(z,))nen gegen f(a)

und schlieBlich (g(f(z,)))nen gegen g(f(a)). O

Beispiel 18.18 i) Mit f : X — C sind auch |f|, f, Re f und Im f stetig
als Komposition mit den stetigen Funktionen g(y) = |y| usw.

ii) Fiir stetige Funktionen f, ¢ : X — R sind auch max(f,g) = %(f +g+

|f —g|) und min(f,g) = 2(f +g— |f — g]) stetig. 4
Satz 18.19 Jede Potenzreihe f(z) = Z anz" ist im Inneren thres Konvergenz-
n=0

kreises stetig.
Beweis. Es sei R(f) der Konvergenzradius von f(z) und |z9| < r < R(f). Wegen

o0
der absoluten Konvergenz der Reihe gibt es zu € > 0 ein N € N mit Z |a,|r™ <

n=N
N-1
€ .. . .
3" Da das Polynom Zanz" stetig ist, gibt es ein r — |z] > & > 0, so dafl
n=0
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N-1
’E anz—g an 2y

n=0
|z — 20| + | 20] <5+|zo| < r, so daf§

N-1 N-1
G = F)l < | ans" = 3 and
n=0 n=0

< § fir alle z € C mit |z — 29| < 6. Dann ist |z| <

oo o0
+Z|anz|+2|anzo| <e. O
n=N n=N

19 Der Zwischenwertsatz

Wir geben zunéchst eine dquivalente Charakterisierung der globalen Stetigkeit:

Satz 19.1 FEine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig auf ganz X (d.h. in
jedem Punkt a € X ), wenn das Urbild f~1(V') jeder offenen Menge V CY offen
in X ist.

Beweis. (=) Ist f~1(V) = @, so ist diese Menge offen. Ansonsten gibt es zu jedem
Punkt a € f~%(V), also f(a) € V, wegen der Offenheit von V eine e-Umgebung
K (f(a)) C V. Wegen der Stetigkeit von f existiert eine 6-Umgebung Ks(a) C X
mit f(Ks(a)) € K (f(a)) C V. Also ist Ks(a) C f~1(V) C X, d.h. f71(V) ist
offen.

(<) In Umgebung V von f(a), a € X, wéhle K.(f(a)) C V und setze U :=
YK (f(a)). Wegen a € U und U offen ist U Umgebung von a mit f(U) C V.
Damit ist f stetig.

O

Durch Bildung der Komplemente folgt: Eine Abbildung f : X — Y ist genau
dann stetig auf ganz X, wenn das Urbild f~!(A) jeder abgeschlossenen Menge
A CY abgeschlossen in X ist.

Insbesondere gilt:

Satz 19.2 Fliir eine stetige Funktion f: X — R gilt:
i) Ui={x e X : f(z) <c} ist offen, ebenso U :={x € X : f(x)> c}.
i) A= {x € X : f(x) < c} ist abgeschlossen, ebenso A" = {z €
X f) > e
iii) N:={x e X : f(x)=c} ist abgeschlossen. O
Beispiel 19.3 In einem beliebigen normierten Vektorraum (V|| ||) sind der Ein-
heitsball By = {v € V' : ||v|]| < 1} und die Einheitsphire Sy = {v € V : |jv| =

1} abgeschlossen als Urbild von [0, 1] bzw. {1} unter der (nach Satz[[X3) stetigen
Abbildung || || : V — R. N

Unser Ziel ist zu zeigen, dafl stetige Funktionen (weg)zusammenhéngende
Mengen in (weg)zusammenhéngende Mengen abbilden.
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Definition 19.4 Eine Teilmenge X eines metrischen Raumes heit wegzusam-
menhangend, wenn es zu je zwei Punkten a,b € X eine stetige Abbildung ¢ : [0, 1] —
X (eine sogenannte Kurve) gibt mit ¢(0) = a und ¢(1) = b.

Die Vererbung des Wegzusammenhangs unter stetigen Abbildungen ist vollig klar,
denn foc:[0,1] — f(X) ist ein stetiger Weg zwischen f(a) und f(b).

Definition 19.5 Eine Teilmenge X eines metrischen Raumes heiBt nicht zusam-
menhangend, wenn es offene nichtleere Teilmengen U,V gibt mit U UV = X und
unv =g.

Jede wegzusammenhéngende Menge ist auch zusammenhéngend; die Umkehrung
gilt z.B. fiir offene Mengen, nicht jedoch allgemein.

Theorem 19.6 FEs sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Raumen XY . Ist X zusammenhingend, so ist auch f(X) zusammenhingend.

Beweis. Ware f(X) nicht zusammenhéngend, so gidbe es disjunkte nichtleere
offene Mengen U,V mit f(X) = U UV. Wegen der Stetigkeit von f sind f~}(U)
und f~1(V) offen, nichtleer und disjunkt, denn f(x) liegt entweder in U oder in
V. Somit wire X = f~Y(U) U f~1(V), Widerspruch. O

Satz 19.7 Eine Teilmenge X C R mit mindestens zwei verschiedenen Punkten
st genau dann zusammenhdngend, wenn X ein Intervall ist.

Beweis. (=) Sei X = I ein Intervall. Angenommen, [ = UUV mit U, V offen und
UV # @ und UNV = @. Dann gibt es Punkte u € U C [ und v € V C [ mit
u < v oder u > v. Sei u < v, dann ist [u,v] C I. Sei s := sup{[u,v] N U}. Dann
gibt es eine gegen s konvergente Folge von Punkten aus [u,v]NU. DaU =1\V
in I abgeschlossen ist, ist s € U, also ist |s,v] C V. Andererseits ist U offen in I,
enthélt also auch eine Kugel K.(s), Widerspruch.

Sei umgekehrt X kein Intervall. Dann gibt es z < s <y € R mit z,y € X
und s ¢ X. Also sind U = X N]| — oo, s[ und V = X N]s, oo[ offen, disjunkt und
nichtleer, aulerdem ist X = U U V. Somit ist X nicht zusammenh&ngend. U

Satz 19.8 (Zwischenwertsatz) Sei X ein zusammenhdingender metrischer
Raum, a,b € X und f : X — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert zuischen

f(a) und f(b) an.

Beweis. Nach Satz ist f(X) zusammenhéngend. Ist f(a) # f(b), dann ist
f(X) nach Satz [[97 ein Intervall. Fiir f(a) = f(b) ist nichts zu zeigen. O

Fiir Funktionen auf Intervallen gilt insbesondere:

Folgerung 19.9 (Zwischenwertsatz fiir Intervalle) FEs seien a < b reelle
Zahlen und f : [a,b] — R stetig. Dann existiert zu jedem vy € [f(a), f(b)] bzw.

v € [f(b), f(a)] ein ¢ € [a,b] mit vy = f(c). O
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Der Zwischenwertsatz beschreibt die anschauliche Tatsache, dafl man steti-
ge Funktionen liickenlos durchzeichnen kann. Das ist eine weitere Version der
Vollstédndigkeit von R. Der Zwischenwertsatz ist niitzlich in vielen Existenzbe-
weisen:

Satz 19.10 (Existenz n-ter Wurzeln) Jedes reelle Polynom P(z) = 2" — «
mit o > 0 hat eine positive Nullstelle.

Beweis. Es ist P(0) = —a < 0 und P(1 +a) = (1 +a)®* —1 > 0 (binomische
Formel). Da Polynome stetig sind, hat P in [0, 1 4+ «| mindestens eine Nullstelle
y mit y" = a. U

Manche Aufgaben, die intuitiv schwer zugénglich sind, finden ihre Losung im
Zwischenwertsatz:

Beispiel 19.11 Zwei Punkte der Erdoberfliche (die Meeresoberfliche einge-
schlossen) heiflen antipodal, wenn Ihre Verbindungsgerade den Erdmittelpunkt
enthélt. Es gilt: Zu jedem Zeitpunkt gibt es unendlich viele Paare antipodaler
Punkte der Erdoberflache, die die gleiche Lufttemperatur haben. (Die Lufttem-
peratur wird dabei als stetige Funktion 7' : Erdoberfliche — R aufgefafit, und
die Erdoberfliche als metrischer Raum.)

Beweis: Angenommen, es gibt zumindest zwei antipodale Punkte mit verschiede-
ner Lufttemperatur (sonst ist nichts zu zeigen). Diese seien z.B. Nordpol N und
Stidpol S. Wir laufen entlang eines beliebigen Léangenkreises von N nach S und
registrieren die Differenz f(z) := T'(x) —T'(2'), wobei = auf dem Langenkreis liegt
und 2’ sein antipodaler Punkt auf dem gleichen Langenkreis ist. Wegen N’ = §
und S’ = N gilt f(N) = —f(S) # 0. Somit hat f eine Nullstelle. >

Definition 19.12 Sei X C R. Eine Funktion f: X — R heiBt

i) monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend, wenn fiir alle z,y € X
mit z <y gilt f(z) < f(y) bzw. f(z) < f(y);
ii) monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn fiir alle x,y € X mit
z <y gilt f(z) > fy) bzw. f(z) > f(y);
iii) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Jede streng monotone (reellwertige) Funktion auf X C R ist injektiv und
besitzt damit eine Umkehrfunktion g : f(X) — R, die im gleichen Sinn streng
monoton ist. In diesem Fall gehen die Graphen von f und g durch Spiegelung an
der Diagonalen y = x auseinander hervor:

G =Alry) cy=[f(r), v X} & Glg)={(y;2) : y=[flr), z€ X},
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Satz 19.13 FEssei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige streng monoto-
ne Funktion. Dann bildet f das Intervall I bijektiv auf das Intervall J := f(I) ab,
und die Umkehrfunktion f~': J — I ist ebenfalls streng monoton (im gleichen
Sinn) und stetig.

Beweis. Nach Satz [90 ist J := f([) zusammenhéngend, nach Satz 97 ein
Intervall. Damit bildet f als streng monotone Funktion I bijektiv auf J ab. Ent-
sprechend wird jedes Teilintervall von I bijektiv auf ein Teilintervall abgebildet,
und zwar (wegen der strengen Monotonie) offene Intervalle auf offene und abge-
schlossene Intervalle auf abgeschlossene. Insbesondere ist das Urbild in J unter
=1 jeder offenen Umgebung in I wieder offen. Damit ist f~! stetig. O

Die Voraussetzung, dafl I C R ein Intervall ist, ist wesentlich. Es gibt bijektive
stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, deren Umkehrung nicht stetig
ist. Wir werden spéter sehen, dal z — exp(iz) eine bijektive stetige Abbildung
f:]0,2x[ — St definiert, deren Umkehrabbildung nicht stetig ist.

Definition 19.14 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen XY
heiBt Homéomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f : X — Y als auch f~!:
Y — X stetig ist. Die metrischen Raume X, Y heiBen homéomorph, falls es einen
Homoomorphismus f: X — Y gibt.

Beispiel 19.15 X = R, ist homéomorph zum Intervall I = [0, 1[ vermoge der
Abbildung f(z) = =: y. Die Umkehrung ist f~!(y) = +£. Als rationale

Hix 1-y~
Funktionen sind f, = stetig. <

20 Grenzwerte von Funktionen

Stetigkeit ist eng verbunden mit dem Begriff des Grenzwertes fiir Funktionen.

Definition 20.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Punkt a € X heiBt
Haufungspunkt einer Teilmenge D C X, wenn jede e-Umgebung K. (a) von a unend-
lich viele Punkte aus D enthalt.

Ein Haufungspunkt von D ist nicht notwendigerweise in D enthalten. Fiir die
offene Kreisscheibe D = K, (a) :== {z € C : |a — z| < r} sind alle Punkte des
abgeschlossenen Kreises K.(a) := {z € C : |a — z| < r} Héufungspunkte, aber
die Randpunkte |z — a| = r gehoren nicht zu D.

Definition 20.2 Es sei a € X ein Haufungspunkt von D C X. Eine Funktion
f: D — Chatinaden Grenzwert \, wenn die fortgesetzte Funktion /' : DU{a} —

C mit F(z) = { f()\x) ]ZE: i fg in a stetig ist. In diesem Fall schreibt man
A =lim, ,, f(z).
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Die Stetigkeit von F' in a kann wieder iiber e-0-Techniken oder Folgen {iberpriift
werden. Gehort a zum Definitionsbereich von f, dann ist f nach Satz[I8TTlin a ge-
nau dann stetig, wenn lim,_,, f(z) = f(a). Damit gibt es folgende Moglichkeiten
fiir Unstetigkeiten einer Funktion f im Punkt a:

i) f hat in a keinen Grenzwert,
ii) f hat in a einen Grenzwert ungleich f(a).

Die Bedeutung des Grenzwertes von Funktionen besteht darin, daff man Funk-
tionen unter Umstédnden stetig iiber den Definitionsbereich hinaus fortsetzen
kann.

Beispiel 20.3 Fiir z € D := C\ {0} sei f(2) = “p(cizl fiir ¢ € C. Wir zeigen:
lim, o f(2) = c. Auf D gilt

exp(cz) — 1 = >
Z an F e
=1 =1
Nach Satz gibt es zu r = 1 ein ¢; € R mit
exp(cz) (c2)®
exp(ez) = 1 ‘ < ‘Z ‘ < 2.

fir alle |2| < 1. Widhle § = min(l,=). Damit ist die Funktion F(z) =

701

exp(cz) — 1
{ % fir 2 7 0 stetig auf ganz C.
c fir =0
Man kann {ibrigens beweisen, dafi f(z) = exp(cz) die einzige Losung der
beiden Bedingungen f(w)f(z) = f(w+ z) fir alle z,w € C und lim,_, f(zz)fl =c
ist (sieche Konigsberger, Analysis 1, §8.1). <

Fiir des Rechnen mit Grenzwerten gelten die iiblichen Regeln (der Beweis ist
dghnlich wie in Satz und Satz [XT4l

Satz 20.4 Giltlim, ., f(z) = X undlim,_,, g(x) = p, so folgt lim,_,,(f+g)(x) =
A+, limg o (f - g)(x) = A - pound, falls p# 0, lim,_,, %(SL’) = ﬁ

Ist die Komposition go f definiert und ist lim,_,, f(x) =y und g stetig in y,
dann folgt lim,a(g o £)(z) = g(y).

Im Reellen kann man zusétzlich einseitige Grenzwerte definieren:

Definition 20.5 Es sei a ein Haufungspunkt von D C R und D_ := DN ]—00,a|
und D, := DN |a, 00| . Eine Funktion f : D — C hat in a linksseitig bzw. rechtsseitig
den Grenzwert A, falls die Einschrankung von f auf D_ bzw. D, den Grenzwert A
hat. In diesem Fall schreibt man

A= lim (@)= fa=)  baw. A= lm f(z) = flat) .
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Ist a € D und f(a) = f(a—) bzw. f(a) = f(a+), dann heiBt f in a linksseitig bzw.
rechtsseitig stetig.

Beispiel 20.6 Es sei f(x) = [x] € Z der ganze Teil einer reellen Zahl x, d.h.
[z] =sup{g € Z : g < x}. Dann hat f in g € Z linksseitig den Grenzwert g — 1
und rechtsseitig den Grenzwert g und ist rechtsseitig stetig. <

Uber die einseitigen Grenzwerte kann man den Grenzwert einer im Reellen
definierten Funktion in +o0o definieren:

Definition 20.7 Der Definitionsbereich D C R einer Funktion f : D — C sei nach
oben unbeschrankt. Eine Zahl A € C heit Grenzwert von f in co, wenn es zu jedem
e > 0ein N gibt mit | f(z)—\| < e firalle z € D mit x > N. In diesem Fall schreibt
man lim, . f(x) = A. Analog ist ein Grenzwert in —oo definiert.

Beispiel 20.8 lim (V22 +z —z) = & fiir > 0.
T—r00

Bewers. Fiir x > 1 gilt unter Verwendung der Binomialreihe

1 /N1 1 &K/ N1
Vil tz—z=a(4/1 ——1): 2) — == 2 )=
rt+rx—u :E( +:p x;(n)x" 2+kz:z(k+1)xk
Da der Konvergenzradius gleich 1 ist, gibt es nach Satz ein ¢; € R mit

N1 1
)Z —| <a- fir alle z > 1. N
pt k+1)x T

Dieses Beispiel demonstriert bereits das allgemeine Prinzip der Zuriickfithrung
von Grenzwerten in oo auf Grenzwerte in 0:

Lemma 20.9 Setzt man g(§) = f(%) fiir % € D, dann gilt: f besitzt genau dann
in oo einen Grenzwert, wenn g rechtsseitig in 0 einen Grenzwert besitzt, und dann

gilt lim f(z) = g(0+).
T—r00
Analog gilt gegebenenfalls lim f(x) = g(0—).
T——00

SchlieBlich fithren wir +o0 als uneigentliche Grenzwerte reellwertiger Funk-
tionen ein:

Definition 20.10 Eine Funktion f : D — R hat in zp € R U {—00,00} den
uneigentlichen Grenzwert oo bzw. —oo, wenn es zu jedem M € R eine Umgebung
V C D\ {xo} gibt, so daB fiir alle x € V gilt f(z) > M bzw. f(z) < M.

Beispiel 20.11 Fiir Polynome f(z) = Y a;z" mit n > 1 gilt

lim f(z) =

T—00

oo fallsa, >0
—oo fallsa, <0
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Ist a, > 0, so gilt

. - oo falls n gerade
aﬁl—1>IEloof (z) = { —oo falls n ungerade
Fir a,, < 0 tauschen sich die Vorzeichen. <

Satz 20.12 Jedes reelle Polynom P(z) = ZZQZE)H a;z' ungeraden Grades (ag,1 #
0) besitzt in R mindestens eine Nullstelle.

Beweis. (fur ag,+1 > 0) Wegen lim,_,,, P(z) = oo und lim,_, ., P(z) = —oo gibt
es reelle Zahlen a < b mit P(a) < 0 und P(b) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz
gibt es mindestens eine Punkt ¢ € [a,b] mit P(c) = 0. O

21 Die Exponentialfunktion

21.1 Logarithmus und komplexe Potenzen

[e.9] n

Die Exponentialfunktion exp(z) := Z Z—' ist nach Beispiel [ in jedem Punkt
n!

z € C stetig. Insbesondere ist aucfl1 ((i)ie reelle Exponentialfunktion exp : R —
R stetig und nach Bemerkung iv) im Anschlufl an Satz [[£7 streng monoton
wachsend. Wegen exp(0) = 1 und lim, ., exp(z) = oo nimmt exp auf R, jeden
Wert y > 1 genau einmal an. Dann folgt aus exp(—z) = @, dal exp auf R_
jeden Wert 0 < y < 1 genau einmal annimmt, d.h. exp : R — R7 ist bijektiv.

Somit existiert die Umkehrfunktion, der (natiirliche) Logarithmus:
In:RY =R mit In(z) ={yeR : exp(y) =z},

und nach Satz ist In : R} — R stetig und streng monoton wachsend.
Speziell ist In(1) = 0 und In(e) = 1.

Satz 21.1 Es gilt die Funktionalgleichung In(xy) = In(x) + In(y) fir alle x,y €

In(1
R sowie lim In(1 +2) =1
z—0 T
Beweis. 1) Setze € := In(z) und 1 := lny, dann ist exp(§ +n) = exp(§) - exp(n) =
x - y. Einsetzen in In liefert die Behauptung.
ii) Sei (x,, )nen eine Nullfolge mit z,, # 0 fiir alle n und y,, := In(1+=,). Wegen

In(1) = 0 ist auch (yn)nen eine Nullfolge. Dann gilt ln(lg;;x”) = o551 und nach
Beispiel BIL3 konvergiert (expé';)_l)neN gegen 1. O

Die Funktionalgleichung des Logarithmus fiihrt auf folgende Definition allge-
meiner komplexer Potenzen:

z

¥ :=exp(zlnz) , reRY, zeC.
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Insbesondere gilt €* = exp(z) fiir alle z € C und 2° = 1 fiir alle € RY. Die so
definierten komplexen Potenzen haben folgende Eigenschaften:

i) Als Komposition stetiger Funktionen ist z — z* stetig in jedem Punkt
x € RY (dabei ist z festgehalten), und z — x* ist stetig in jedem Punkt
z € C (dabei ist x festgehalten).

ii) Fiir reelle Exponenten a € R ist x — z% streng monoton wachsend falls
a > 0 und streng monoton fallend falls a < 0 (fiir a = —b mit b > 0 gilt
b

o~ = exp(=blnw) = s = ). Folglich bildet die Funktion 2 — z°

den Definitionsbereich R bijektiv auf R ab.
iii) Fir z,y € RY, a,b € R und z,w € C gelten die Identitdten

(xa)b — xa-b 7 .’L‘Z . yz — (xy)z )

1) (2%)° := exp(bln(2?)) = exp(bIn(exp(alnz))) = exp(balnz) = 2%,
dabei ist 2* € R} entscheidend.

2) 2% - y* = exp(zlnz) - exp(zlny) = exp(z(lnz + Inz)) =
exp(zIn(zy)) = (zy)*.

iv) Es gelten folgende Grenzwerte:

I o J oo fiira>0 i 2% — 0 fira>0
e’ T 0 fira<0 a7 T s fira<0
. Inz . . ..

lim =0 flira>0, limz*lnz =0 fiira>0.
xz—o00 I x—0

Die erste Zeile folgt aus der Tatsache, daff x — x® streng monoton ist
und RY bijektiv auf R} abbildet. In der ersten Gleichung der zweiten

Zeile verwende lim,_, % = 0 fiir a > 0 und setze y = In x.

v) Als Konsequenz aus lim, ,qz® = 0 fiir @ > 0 kann x — z stetig nach
z¢ firz >0

x = 0 fortgesetzt werden, so dafi f,(x) = 0 fiirr —0

eine stetige

Funktion f, : R, — R, ist (fiir a > 0).

Satz 21.2 Fir alles € C und xz € ] —1,1] gilt

(1+x)S:BS(x):§: (S)x" ln(1+x):§:<_17)nlx".

n n

n=0 n=1

Beweis. Fir s € Q hatten wir (1 4+ x)° = B(z) bereits in Satz [£6lii) gezeigt.
Fiir z € C mit |z] < 1 und s € C* schreiben wir

%:an(s,z), fu(s,2) ::é(i)zn: (8_1)”.75!8_n+1)zn.
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fn+1<s7z) ‘ _ |S —
fu(s,2) n -+

Z fn(s,z) nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent ist. Sie definiert

Es gilt T|z|, so daf fiir [2| < 1 und |s| < M die Reihe

n=1

deshalb fiir festes s eine stetige Funktion in z, andererseits kann sie fiir festes

z umgeordnet werden in eine Potenzreihe in s, die in jedem Punkt s € C mit
n—1

|s| < M, insbesondere in s = 0, stetig ist. Wegen f,(0, z) = %z" gilt somit

R - G S o ) Kt

Wir beweisen spéter folgende Umkehrung:

Lemma 21.3 B,(z) = exp(sL(2)).

Fiir s = 1 ergibt sich Bi(z) = (1 + 2) = exp(L(z)) fir alle z € C mit |z| < 1.
Fir z = x € | —1,1[ wird durch Logarithmieren In(1 + ) = L(x) und dann

Bg(z) = exp(sL(x)) = (1 + z)® erhalten. O
: : : — (D } iy
Die Logarithmus-Reihe In(1+4x) = Z 2" ist zunéchst nur fiir [z| < 1

k=1
erkliart. Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert sie auch fiir z = 1 (alternierende

harmonische Reihe). Da die Logarithmus-Funktion In(1+z) fiir x > —1 erklért ist,
ist zu vermuten, dafl die alternierende harmonische Reihe gegen In 2 konvergiert.
Nach dem Leibniz-Kriterium gilt fiir 0 <z < 1

n+1

’m(1+x)—zn:ﬂx’f’ <X

pt k n+1

Alle Funktionen in dieser Ungleichung sind stetig in x = 1, so dafl wir im Limes
x 1 erhalten

no1yk-1 % _q\k—1
)ln(2)—z( 1]2 ‘Sn—ll—l = Z( 1}2 =In2.

21.2 Trigonometrische Funktionen

Fiir die Exponentialfunktion gilt exp(z) = exp(z), deshalb fiir rein imaginére

Zahlen z = iz mit x € R zunéchst exp(ix) = exp(—iz) = expl(ix), also

iz |2

e®|” = exp(izr) exp(—iz) = 1.

Damit liegt jeder Punkt ¢'* auf dem Einheitskreis S' = {z € C; |z| = 1}. Wir
definieren

. 1, . . . 1 . )
cosx := Re(e”) = §<€w +e ), sinz := Im(e) = E(e”‘“ —e 7).
i
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Damit gilt fiir alle z € R
e’ =cosx +isinz cos’z +sin*z =1.
Insbesondere sind sin, cos : R — [—1, 1] stetige Funktionen.
Satz 21.4 Es gelten die Additionstheoreme
cos(z +y) =cosxcosy —sinzsiny , sin(z+y) =sinzcosy + cosxsiny ,

die Potenzreihendarstellungen

0 2k 0 l‘2k+1

cos T = Z(‘l)kék)! e =) (W gy

k=0 k=0

sin x
=1.

sowie der Grenzwert lim
x—0

Beweis. Zum Beweis der Additionstheoreme zerlegt man e'**¥) = ¢* . €l¥ nach
Real- und Imaginéarteil. Die Potenzreihen ergeben sich aus der Exponentialfunk-
tion unter Beachtung, dafl i” reell ist fiir n gerade und rein imaginér fiir n un-
gerade. Der Grenzwert lim,_,o ¥22 = 1 folgt aus der Reihendarstellung des Sinus

xT

und Satz [4L3. 4

Wir kommen nun zur Definition der Zahl 7:

Satz 21.5 Der Cosinus hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle, die mit

]
bezeichnet wird. Es gilt cos 5 = 0 und sin § = 1.

Beweis. Wir zeigen, dafl cos : [0,2] — [—1,1] streng monoton fallend ist mit
cos0 =1 > 0 und cos2 < 0. Der Zwischenwertsatz liefert dann die Existenz einer
Nullstelle, aus der Monotonie folgt ihre Eindeutigkeit. Insbesondere is 0 < 7 < 4.

Die Reihen fiir cos und sin sind alternierend. Fiir « € ]0, 2] bilden die Betrige
der Summanden a;, in der Cosinusreihe bzw. der Sinusreihe eine streng monoton
fallende Nullfolge ab k = 1 bzw. k = 0. Nach der Fehlerabschétzung im Leibniz-
Kriterium (Satz [ZTT) gilt damit fiir « € ]0, 2]

1 x2< <1 x2+x4 x3<‘ <
—_ — COS T —_ — -— Xr— — S1Inxr X
2 2 247 6 ~
N—— e e N—— S0
S1 S3 S1

insbesondere ist cos2 < —% und sinz > 0 fiir z € ]0,2]. Die Monotonie des
Cosinus folgt aus der Differenzengleichung

cosz — cosy = cos(L + T5¥) — cos(H¥ — ) = —2sin T sin X
Ist 0 <y <z <2, s0ist die rechte Seite negativ. O
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Somit gelten e% =i und damit " = -1, e = —iund €2 = 1 und damit

61(J:—|—2) — iel® ’ 61(96-1—7r) — _el® ’ el(az—l— ) — —iel® ’ 61(J:—|—27r) — el

Zerlegung nach Real- und Imaginérteil liefert die folgenden Periodizitdten fiir
Cosinus und Sinus:

w

cos(x+7%) = —sinz , cos(z+m) = —cosz, cos(z+5)=sinz, cos(z+2m) = cosx
us

w

us
2
us
2

sin(z+%) =cosx,  sin(x+7m) = —sinzx, sin(z+=) = —cosz, sin(z+27) =sinzx.

2
Wegen cos z = cos(—z) sind £7 die einzigen Nullstellen des Cosinus im Intervall

[—%. %] Aus cos(z+m) = —cosx folgt dann, dal z;, = w mit k£ € Z die
einzigen Nullstellen des Cosinus sind, und entsprechend sind z; = k7 die einzigen

Nullstellen des Sinus.

Satz 21.6 ¢* =1 & z = 2ink fir k € Z.

Beweis. (<) ist klar. Umgekehrt sei z = x + iy mit z,y € R, dann gilt |e*| =
e®le| = e®, also x = 0 und dann 1 = € = cosy + isiny. Folglich ist cosy = 1
und siny = 0, der Sinus liefert zunédchst y = k7 mit k € Z, wegen cos(0 + 7) =
—cos(0) = —1 und der 2w-Periodizitét sind aber nur y = 27k Losungen. 0

Folglich besitzt jede komplexe Zahl z # 0 die Darstellung z = rel® mit r = |z| €
RY und ¢ € R, wobei ¢ nur bis auf Addition eines Vielfachen von 27 bestimmt
ist.

21.3 Weitere trigonometrische und hyperbolische Funktionen

AufBlerhalb der Nullstellen von cos bzw. sin werden Tangens und Cotangens defi-
niert als

sin x
t = cR\ {(k+1 kcZ
anr = 00 R\ {(k+ . ke )
COS T
txr = R\ {k kel
cotz = ——, x € R\{kr, keZ}

Diese sind stetig und m-periodisch, und als Hauptzweig wéhlt man das Intervall

] = %, %[ fiir den Tangens und das Intervall |0, 7| fiir den Cotangens.
Satz 21.7 i) cos ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und bildet

somit [0, 7] bijektiv auf [—1,1] ab. Die damitl existierende stetige Um-
kehrfunktion ist arccos : [—1,1] — [0, 7].

ii) sin ist im Intervall [—%, %] streng monoton wachsend und bildet somit
(=5, 5] bijektiv auf [—1,1] ab. Die damit existierende stetige Umbkehr-

funktion ist arcsin : [-1,1] — [-F, F].

——
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— 2 Z[ streng monoton wachsend und bildet | — =, Z|

iii) tan ist im Intervall | — 3, % 05
bijektiv auf R ab. Die damit existierende stetige Umbkehrfunktion st

arctan : R =] — 2, Z[.

Beweis. i) cos ist nach dem Beweis von Satz ZT.H streng monoton fallend in [0, 5],
und wegen cos(m —x) = — cos(—x) = — cos x ist cos auch in [J, 7] streng monoton
fallend.

i) folgt aus i) mit sinz = cos(§ — x).

iii) Da sin in [0, [ streng monoton wéchst und cos dort streng monoton fallt

und beide nichtnegativ sind, ist tan streng monoton wachsend in [0, 7[. Wegen
tan(—x) = —tanz ist tan streng monoton wachsend in [—7, 7. Wegen sin § =1
und cos § = 0 ist tan nach oben unbeschrankt in [0, 5[, so daf8 tan das Intervall
] = 5, 5[ bijektiv auf R abbildet. O
— (=D)"
Satz 21.8 Es gilt arctanx = o fire €] —1,1[.
I 2o 1 / ] [
n=0
Beweis. Zunichst ist tanx = %2212:2 = %Zziﬁ Aufldsen nach €@ ergibt
2z _ 1+ %tanx m:ar:c;any 62iarctany — 1+ 1y )
1 —itanz 1—1y

Nach Lemma (noch zu beweisen!) gilt (1 + z) = exp(L(z)) fiir z € C mit
. o0 (_1)n—1
< 1, wobei L(z) = —
|2| , wobei L(z) ; -
Fiir gerades n = 2k ist (iy)?* = (—iy)?*, deshalb heben sich in L(iy) — L(—iy) die
geraden Potenzen von y auf und die ungeraden verdoppeln sich:

-
2", Somit folgt 1+—1y — exp(L(iy) — L(—iy)).

L(iy) — L(~iy) =2 ) _ m(ly)z =21y Gy 1y2 .
n=0 n=0

Aus exp(2iarctany) = exp(L(iy) — L(—iy)) und Satz ELA folgt

o _1 n
arctan y + 2km = Z uyznJrl , keZ

e 2n+1
fiir alle y € R. Einsetzen von y = 0 liefert k£ = 0. O
Interessant ist der Punkt z = 1, denn tan§ = Sinc(é;%) = ZZZ% = 1, also

™

T = arctan 1. Die Arcustangensreihe ist fiir = 1 nicht mehr absolut konvergent,

1
jedoch konvergent nach dem Leibniz-Kriterium. Da )tanx — EnNzo % 2n+1

|$|2N+3
2N+3

stetig ist und durch den nachfolgenden Term abgeschétzt werden kann,
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. . . . T > (=" .
konvergiert die Reihe fiir x = 1 gegen arctan 1, also 1= Z 1 Uber das

n=0
Additionstheorem des Tangens kann § = 4arctané — arctan ﬁ gezeigt werden,

was eine sehr viel schneller konvergierende Reihendarstellung liefert.

Aus der Exponentialfunktion werden auch die folgenden hyperbolischen Funk-
tionen Cosinus hyperbolicus, Sinus hyperbolicus, Tangens hyperbolicus, Cotan-
gens hyperbolicus erhalten:

1 1 sinh x
coshz := —(e* +e° sinhax = (e —e™® tanhz := )
2< +e), 2< ) cosh
Alle diese Funktionen sind stetig in R, und cothz := % ist stetig in R*. Es

gelten cosh? z — sinh® z = 1, die Additionstheoreme

cosh(z + y) = coshz coshy + sinh x sinh y ,
sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh ¥ ,

die Potenzreihendarstellungen

© 2k © 2kl
hx = inhz = —
coshz ; (2/<;)!’ sinh z Z 2k 1)
=0 k=0
sinh z

sowie der Grenzwert lim = 1. Weiter gilt:

z—0 x
i) cosh wichst streng monoton auf R, mit Bild cosh(R) = {y e R : y >
1}, die Umkehrfunktion ist arcosh: {y e R : y > 1} - R,

ii) sinh wachst streng monoton auf R mit Bild sinh(R) = R, die Umkehr-
funktion ist arsinh : R — R,

iii) tanh wichst streng monoton auf R mit Bild tanh(R) = | — 1,1[, die
Umkehrfunktion ist artanh : | — 1, 1] — R.

Diese Umkehrfunktionen lassen sich durch den Logarithmus darstellen:

arcosh(z) = In(x + Va2 — 1), arsinh(z) = In(x + V2?2 4+ 1) |

1 1
artanh(z) = 5 In ] T )
—x

22 Kompakte Mengen

Definition 22.1 Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes X. Unter einer offenen
Uberdeckung von A versteht man eine Familie (U;);c; von offenen Teilmengen U; C
X mit A C J,c; Ui, d.h. zu jedem Punkt z € A gibt es ein i € I mit x € U;.
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i) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heiBt iberdeckungskompakt
oder kurz kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (U;);e; von A
endlich viele Indizes i1, ...,i, € I@c, sodaB A C U;, U---UU;,. (Heine-
Borelsche Uberdeckungseigenschaft)

ii) Eine Teilmenge K eines metrischen Raums X heiBt folgenkompakt, wenn
jede Folge von Punkten aus K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren
Grenzwert in K liegt. (Bolzano-WeierstraB-Eigenschaft)

Es wird in i) also nicht gefordert, dal man A durch endlich viele offene Teilmen-
gen von X iiberdecken kann. Das geht immer, denn A 148t sich durch X selbst
tiberdecken, und X ist offen. Die Forderung ist, dafl man jede exotische unendliche
Uberdeckung von A auf eine endliche Uberdeckung reduzieren kann. Insbesondere
wird durch Definition BZT] fiir A = X die Kompaktheit und Folgenkompaktheit
metrischer Raume erklért.

Satz 22.2 Es sei X ein metrischer Raum.

i) Jede kompakte Teilmenge A C X ist auch folgenkompakt.
Somit gilt der Satz von Bolzano-Weierstrafs: Zu jeder Folge {yy}ren von
Punkten einer kompakten Teilmenge A C X gibt es ein a € A sowie eine
gegen a konvergente Teilfolge {yx, }ien-

ii) Jede folgenkompakte Teilmenge K C X ist beschrankt und abgeschlossen.

Beweis. 1) Sei (ay)ren eine Folge von Punkten aus Aund K = {ay, : k € N}. Ist K
endlich, so hat (ay) eine konstante Teilfolge. Sei K also unendlich. Angenommen,
K hat keinen Haufungspunkt in A. Dann besitzt jeder Punkt € A eine offene
Umgebung U(z) C X, die nur endlich viele Punkte aus K enthélt. Die offenen
Umgebungen U(z) bilden eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist,
geniigen bereits endlich viele U(z,), ..., U(z,) zur Uberdeckung, und A enthielte
nur endlich viele Punkte aus K, Widerspruch. Sei a € A Haufungspunkt von K.
Dann enthélt jede offene Kugel um a mit Radius 1%1 unendlich viele Punkte aus
K. Setze k; := min(k : d(ax,a) < 14%1) Dann ist (ay, )ien eine Teilfolge von (ay),
die gegen a konvergiert.

ii) Angenommen, K wire unbeschrankt. Dann gébe es zu beliebigem y € K
eine Folge (z)reny mit d(xy,y) > k, welche keine konvergente Teilfolge besitzt,
Widerspruch.

Wiére K nicht abgeschlossen, dann gibe es eine konvergente Folge von Punk-
ten aus K mit Grenzwert aulerhalb K. Damit konvergieren auch alle Teilfolgen
gegen diesen Grenzwert auBlerhalb K, im Widerspruch zur Folgenkompaktheit.

O

Es 1a8t sich (mit erheblichem Aufwand) zeigen, da8 in beliebigen metrischen
Réaumen kompakt und folgenkompakt #quivalent sind. In allgemeinen topolo-
gischen Réumen fallen beide Arten der Kompaktheit jedoch auseinander. Wir
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beschrianken uns hier auf den Beweis, dafl in endlich-dimensionalen normierten
Vektorrdumen die Umkehrung gilt, indem wir zeigen:

Satz 22.3 Fliir eine Teilmenge K eines endlich-dimensionalen normierten Vek-
torraums V' sind folgende Aussagen dquivalent:

i) K ist beschrankt und abgeschlossen.
ii) K ist kompakt (Heine-Borel).
iii) K ist folgenkompakt (Bolzano-Weierstrafs).

Wegen Satz P22 ist nur i)=ii) zu zeigen. Wir formulieren zunéchst einen Zwi-
schenschritt als eigenen Satz:

Satz 22.4 Sei X ein metrischer Raum, Y C X eine kompakte Teilmenge und
A CY eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist A kompakt.

Beweis. X \ A ist offen. Ist (U;)ic; eine offene Uberdeckung von A, dann ist
Y CX=(X\A) U, Ui. DaY kompakt, geniigen endlich viele U; mit X \ A
zur Uberdeckung von Y und damit auch von A. 0

Beweis von Satz[ZZA. Sei zundchst V' = R"™. Wegen Satz P24 geniigt es zu zeigen,
daBl der abgeschlossene Quader

Q:[a’labl] X X [an,bn]:{(xl,...,xn)eR” : augxugby}an

kompakt ist, denn jede beschriankte abgeschlossene Teilmenge von R" liegt in
einem abgeschlossenen Quader.

Sei (U;)ies eine unendliche offene Uberdeckung von Qo = @, die nicht auf eine
endliche reduziert werden kann. Durch Halbierung aller Kanten zerlegen wir @)
in 2" gleich grofle Teilquader der halben Grofle. Es gibt dann mindestens einen
abgeschlossenen Teilquader, den wir mit (); bezeichnen, der nicht durch endlich
viele U; iiberdeckt werden kann. Durch Wiederholung des Verfahrens finden wir
eine Folge

R=Q>UD:>...

von abgeschlossenen Quadern mit diam(Qy) = 2% diam((Q), so daf} jeder von ihnen
nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es einen Punkt x € @)y fiir alle
k. Dieser Punkt z liegt in irgendeiner Umgebung U; mit j € I. Da U; offen,
gibt es ein € > 0, so da} K. (z) C U;. Dann finden wir aber auch ein p € N
mit diam(Q,) = 2ipdiaum(Q) < e. Somit gilt @, C U;, d.h. die Quader lassen
sich im Widerspruch zur Annahme durch endlich viele U; iiberdecken. Also ist ()
kompalkt.
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Sei nun V' beliebiger n-dimensionaler reeller normierter Vektorraumfl. Wihle
eine Basis B = (v1, ..., v,) von Vektoren v; € V und setze

K'={(\,.... M) © Y A€ K} CR™.

j=1

Ist K beschréinkt und abgeschlossen, so auch K’, und K" ist kompakt. Sei (U;)ier
eine Uberdeckung von K C V. Jede Teilmenge U; C V definiert eine Teilmenge

Jj=1

Dann ist (U});c; eine Uberdeckung von K’ und es gibt endlich viele Indizes
i1, .., 0p mit K'Y C U U---UU; . Dann ist auch K C U;, U---U U, dh. K ist
kompalkt. U

Daraus ergibt sich folgende Formulierung des Satzes von Bolzano-Weierstrafi:

Folgerung 22.5 Jede beschrinkte Folge in einem endlich-dimensionalen nor-
mierten Vektorraum V' besitzt eine konvergente Teilfolge. U

Satz 22.6 Es sei (V™| ||) ein n-dimensionaler normierter Vektorraum. Dann
gilt: Die Vollkugel B" == {x € V" : |lx —a| <r} C V™ um a € V" mit Radius
r und die Sphire S*™1:={zx € V" : |z —a| =71} C V" sind kompakt.

Beweis. Die Norm ist nach Satz Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1,
also sind B™ und S™~! abgeschlossen nach Satz[T2, auflerdem beschrinkt (klar)
und damit kompakt nach Satz 223 U

Die Umkehrung von Satz ZZ2ii) gilt nicht in beliebigen metrischen Raumen.
Es 148t sich z.B. zeigen, dafl die Einheitsvollkugel in einem normierten Vektor-
raum V' genau dann kompakt ist, wenn V' endlich-dimensional ist.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir eine wichtige Eigenschaft stetiger
Abbildungen beweisen:

Theorem 22.7 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Raumen XY . Ist A C X kompakt, dann ist auch f(A) CY kompakt.

Beweis. Sei (U;)ien eine offene Uberdeckung von f(A). Aus der Stetigkeit von f
folgt, daB V; := f~'(U;) offen ist. Dann ist A C J,; Vi, aber tatséchlich gentigen
endlich viele V; zur Uberdeckung: ACV,U---UV, ,also f(A) CU;,U---UU;,.

U

3Fiir komplexe Vektorrdume identifiziere C™ mit R?".
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Beispiel 22.8 Die Abbildung [0,27[ 3 t — €' € S! kann kein Homdomorphis-
mus sein, da ansonsten f~!(S!) nach Theorem B2 kompakt wiire. <

Aus Theorem P27 ergibt sich der Extremwertsatz, den wir an vielen Stellen
brauchen werden:

Satz 22.9 (Extremwertsatz) Sei A C X eine kompakte Teilmenge eines me-
trischen Raumes X und f : X — R eine stetige Funktion. Dann ist die Fin-
schrankung f|a auf A beschrankt (d.h. |f(y)| < oo fir alle y € A) und nimmt
thr Supremum und Infimum auf A an, d.h. es gibt p,q € A mit

f(p) =sup{f(y) : ye A}  wnd  f(q) =inf{f(y) : y€ A}.

Anders gesagt: Das Supremum ist sogar das globale Mazximum, das Infimum sogar
das globale Minimum der stetigen Funktion f auf A.

Beweis. Nach Satz B2 ist f(A) € R kompakt und nach Satz beschrénkt
(und abgeschlossen), besitzt also ein Supremum M und Infimum m. Nach Defini-
tion von Supremum und Infimum gibt es gegen m bzw. M konvergente Folge von
Punkten aus f(A). Wegen der Abgeschlossenheit von f(A) liegen die Grenzwerte
in f(A) selbst, d.h. m, M € f(A). O

Der Extremwertsatz ist ein méchtiges Hilfsmittel in Beweisen. Wir konnen
hier einen Beweis angeben fiir den

Theorem 22.10 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad
> 1 mat komplexen Koeffizienten besitzt in C mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Es geniigt, das Polynom f(z) = 2" +a,_12" '+...a;2+ag zu betrachten.
i) Wir zeigen: |f| nimmt auf C ein Minimum an. Fiir |z] > 1 gilt:

f(2)=2"(1+7(2), 7r(z):= an; L a_g
A
Ir(z)] < m mit A = |a,_1| + + Jag

Wir erreichen |r(z)| < 3 fiir || > R := max(1,2A) und dann |f(z)| > % > A fiir
alle z € C mit |z| > R. Auf der kompakten Kreisscheibe K(R) um 0 mit Radius
R nimmt die stetige Funktion |f(z)| ein Minimum an, wegen |P(0)| = |ag| < A
ist dieses dann das Minimum in ganz C.

ii) Wir zeigen: In jedem Punkt z € Ko(R) mit f(z) # 0 hat |f(2)] kein
e K

0
Minimum. (Also wird das Minimum in einem Punkt z, o(R) angenommen
mit |f(z0)] = 0.)

Sei also f(z) # 0. Wir betrachten das Polynom g(w) := f(f“g)z) in w. Wegen
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w(0) =1 gilt g(w) =1+ byw! + - -+ b,w™. Da f und somit g nicht konstant ist,
verschwinden nicht alle b;. Sei 1 < k < n der kleinste Index mit b, # 0. Durch

Skalieren w +— Sw mit einer in C stets existierenden Wurzel = (—i)% erreicht

man g(fw) = 1—w*+w1h(w). Das so konstruierte Polynom h(w) ist auf Ky(R)
beschriinkt, |h(w)| < ¢ mit ¢ > 0. Somit gilt |[w* ™ h(w)| < |w|” fiir alle w € C
mit 0 < |w| < min(1, %,R). Wihlt man wg € R mit 0 < wy < min(1, %,R), SO
ergibt sich

9(Bu0)| < 1wl + [wlHh(w) < 1,

also | f(z + Bwo)| < |f(2)]. O
Beispiel 22.11 Fiir reelle Zahlen a,b, ¢ € R mit a, b, ab — ¢ > 0 sei
E = {(z,y) € R* : ax® +by* +2cay =1} (Ellipse) .

Wir zeigen: F ist beschréinkt und abgeschlossen, damit kompakt. Denn a(x +
@)2 4 ba=ety2 — | und by + %)% + 2202 = 1, somit sind |y| < Ve und

a

lz| < /=5 beschrinkt. Weiter ist £ = f~!(1) abgeschlossen als Urbild der

ba—c?
abgeschlossen Menge {1} unter der stetigen Abbildung f : R? — R mit f(z,y) =
az? + by? + 2czy.

Folglich besitzt jede stetige Funktion f : F — R auf E ein (globales)
Minimum und ein (globales) Maximum. Ein Beispiel ist die Abstandsfunk-
tion dup(z,y) = /(r —u)2+ (y —v)? eines festen Punkt (u,v) € R? zu
(x,y) € E. Somit gilt: Es gibt einen Punkt (xg,30) € E, in dem der Abstand
d(E, (u,v)) = infyer /(x —u)?+ (y —v)? von (u,v) zu E minimal wird,
d(E, (u,v)) = dww (o, Yo)- q

Definition 22.12 Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Abbildung
f X =Y heiBt gleichmabBig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so daB

dy(f(xl),f(@)) < e firalle 21,20 € X mit dx(z1,22) <0 .

Der Unterschied zur bisher betrachteten Stetigkeit (Definition [[82) ist, daf 6 nur
von €, nicht aber von einem Punkt aus X abhéngt. In den Beispielen [84] und
B hatten wir jeweils eine zg-Abhéngigkeit von 0 erhalten. Die Beispiele
und [I80 sind gleichméfig stetig.

Satz 22.13 Seien X,Y metrische Rdume und sei X kompakt. Dann ist jede
stetige Abbildung f : X — Y auch gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Sei € > 0 global vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu
jedem Punkt a € X ein d(a) > 0, so daB dy(f(z), f(a)) < § fiir alle = €
Kssa)(a). Zunéchst ist X = |J,cx K5 (a). Da X aber kompakt ist, gibt es
endlich viele Punkte ay,...,a; mit X = Ky )(a1) U---U K, (a;). Wir setzen
§ :=min(d(ay),...,d(ax)).
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Seien nun zwei Punkte x;, 2o € X mit dx(z1,x2) < 0 gegeben. Der Punkt x;
liege in der j-ten Umgebung, d.h. 71 € Kj(;(a;). Dann ist dx(z1,a;) < 6(ay)
und dx (22, aj) < dx(xa, 1) +dx(21,a5) < 6+0(aj) < 20(a;). Aus der Stetigkeit
im Punkt a; folgt:

dy (f(ﬂfl), f($2)) <dy (f(%), f(aj)) +dy (f@z), f(aj)) <€

fir alle 1, zo mit dy(x1,x2) < 9. O

Beispiel 22.14 Die Funktion f(z) = 1 ist stetig in jedem Punkt z € |0, 1], aber
nicht gleichméBig stetig: Zu € = 1 und 4, = —5 gilt fir =, = $und @, =0
einerseits |z — 2/| < 5 und andererseits |f(z,) — f(2},)| =n+1> 1. q

Zusammenfassung Teil IV

e Skalarprodukt, Ungleichung von Cauchy-Schwarz, Beispiel £2; Norm

e Metrik, metrische Radume, offene und abgeschlossene Teilmengen, Umge-
bungen

e Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen, Vollstandigkeit, Banach-Rdume,
Hilbert-Réaume

e Definition [[81] stetiger Abbildungen, dquivalente Charakterisierungen:
e-0 und Folgenkriterium.

e Eigenschaften stetiger Abbildungen:
— Bild zusammenhéngender Mengen ist zusammenhéingend: Zwi-
schenwertsatz
— Urbild offener Mengen ist offen (dquivalent zur Stetigkeit)

— Urbild abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen (dquivalent zur
Stetigkeit)

— Bild kompakter Mengen ist kompakt
— stetige Abbildungen auf kompakten Mengen sind gleichméBig stetig

e Grenzwerte von Funktionen

e Exponentialfunktion, Logarithmus, komplexe Potenzen, trigonometri-
sche Funktionen, hyperbolische Funktionen

e endlich-dimensionale normierte Vektorrdume:

— alle Normen sind dquivalent
— sind vollsténdig

— beschréankte und abgeschlossene Teilmengen sind kompakt
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Teil V
Differentialrechnung

23 Die Ableitung

Wir behandeln hier die Differentiation von Funktionen, die auf Intervallen I C R
definiert sind. Die Funktionen diirfen aber komplexwertig sein, z.B. f(x) = «*
fir s € C und f(z) = €%, jeweils mit z € I C R.

Definition 23.1 Eine Funktion f : I — C heiBt differenzierbar im Punkt zy € I,

wenn der Grenzwert f'(zg) = lim0 M existiert, d.h. wenn die Funkti-
ro T — X
THT(

f@)—f(zo) g
on ¢(x) — —a er T # X
fl(xg)  firz=xg
Grenzwert f'(xo) heiBt Ableitung oder Differentialquotient von f in xy, manchmal
auch bezeichnet mit (D f)(xzq) oder %(azo). Die Funktion f heiBt differenzierbar in

I, wenn sie in jedem Punkt xy € I differenzierar ist.

in einer Umgebung von x stetig ist. Dieser

. 1

Aquivalent dazu ist f'(xg) = lim ﬁ(f(xo +h) — f(z0)). Dabei ist h so zu wéhlen,
h#0

daB xg + h € I gilt. Zur Vereinfachung der Schreibweise werde vereinbart, dafl

limy,_,o und lim,_,,, stets h # 0 und = # z( bedeuten. Fiir reellwertige Funktionen

ist %ﬁm) die Steigung der Sekante des Graphen von f durch die beiden Punkte

(a:,f(;)) und (zo, f(zo)). Im Grenziibergang = — 1z geht die Sekante in die
Tangente an den Graphen im Punkt z; iiber.

Beispiel 23.2 Es sei a < 0 und b > 0. Die Funktion f(z) = |z| ist nicht diffe-

renzierbar in o = 0 € [a, b]. Denn M =Ll = ! f?r r>0
z—xo z -1 firx<O

Zu jedem ¢ € C und € = 3 gibt es fiir alle 6 > 0 ein x € [a, b] mit [z — 0] < § und
|% —¢| > 3. Dagegen wiire f(z) = |z| differenzierbar in [a,0] und in [0, 5] mit
Ableitung f'(x) = —1 bzw. f'(x) = 1. q

Satz 23.3 i) f(x)=a" firteRundneN = f(z)=nz""
(und f'(x) =0 firn=20)

i) f(x)=e* firteRundceC = f(x)=ce™
(insbesondere f(x) =a®* = f'(z) =a"Ilna)

i) f(z) =Inz firz e RY = f'(z)=1

Beweis. 1) 52:? = S°77 ak€n17k Die rechte Seite konvergiert fiir & — = gegen

n—1

iy ec(@th)_gea h_ . N
ii) w = eC”CTl. Nach Beispiel 0.3l ist limy,_,q <

nx
ch__ 1

h

= C.
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h
i) 2etnone 100D Nach Satz BT ist lim,, o 25 = 1. 0

x

Satz 23.4 (Lineare Approximierbarkeit) FEine Funktion f : I — C ist ge-
nau dann differenzierbar in xoy € I, wenn es eine Konstante c € C gibt, so daf fir
die Funktion v : I — C mit f(x) = f(xo)+c(x—x0)+ ¢ (x) gilt lim,_,,, ;ZL(:;)O =0
In diesem Fall ist f'(x¢) = c.

Beweis. (=) Sei f differenzierbar in zg mit f'(z) = c¢. Fiir  # x¢ gilt x—(—i)o =
f@)—f(zo) f/(

pra— xg). Der Grenzwert der rechten Seite fiir x — xq ist 0.

(<) Es gelte f(z) = f(x0) + c(x — o) + () mit lim,_,,, 22 = 0. Dann ist

r—x0
f(@)—f(zo)
0

r—x

0 =lim, 4, (%ﬁffo) — c), d.h. der Grenzwert ¢ = lim,_,,, existiert. OJ

Fiir reellwertige Funktionen f : I — R ist der Graph der Funktion g(z) =
f(zo) + f'(x0)(z — x0) die Tangente an den Graphen von f im Punkt z.

Satz 23.5 Ist f : I — C differenzierbar in xq € I, dann ist f in xog auch stetig.

Beweis. Nach Satz 234 gilt insbesondere lim,_,,, ¥ (x) = 0, also lim,_,,, f(z) =
limg s, (f(20) + c(z — 0) + P(x)) = f(z0). m

Satz 23.6 Die Funktionen f,g : I — C seien in x € I differenzierbar. Dann
sind auch f+ g, f - g und fir g(x) # 0 auch 5 differenzierbar in x, und es gilt

(f +9)'(x) = f'(x) + ()
(f-9)(x) = fl(x)g(x) + f(z)d (z) (Produktregel bzw. Leibniz-Regel)
(LY(z) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
g (9(x))?

Beweis. Man schreibt die Differenzenquotienten wie folgt:
(S tg)ath) = (f+9)(@) _ flath) = flz)  glath) —g(z)
h h h ’
cg)(x+h)—(f-9)(x x+h) — f(x x+h) — g(z

(f-9)(z+ })L (f-9)(x) _ fla+ )h I )g(Hth(x)g( + )h 9(z)
(D)(a+h) = (L)(x) 1 Fla+h) — f() glz+h) — g(z)

h - g(z)g(z+h) ( h 9(w) = (@) h )
Da g nach Satz in x stetig ist, ist in der letzten Gleichung nach Satz[XT4lii)

g(x 4+ h) #0 fiir 6 > h > 0. Nach Satz haben die Grenzwerte fiir h — 0 die
behaupteten Eigenschaften. O

(Quotientenregel)

Beispiel 23.7 i) Polynome f(z) = Zaka:k sind differenzierbar in jedem
k=0

Punkt z € R, und es gilt f'(z) = Z kayx" 1,
k=1
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ii) Rationale Funktionen f(z) = % sind differenzierbar aufler-
=0
halb der Nullstellen des Nennerpolynoms, und es gilt f'(z) =
ZZ:oZ?lo(k—l)aklgx’““’l
(ZZZO blml)

legung (Satz [@I0) entstehenden elementaren Funktionen g(z) = (xja)k’
dal ¢'(x) =

. Insbesondere gilt fiir die in der Partialbruchzer-

iii) cos, sin sind als Summen von Exponentialfunktionen differenzierbar in
jedem Punkt z € R, und es gilt cos’'(z) = —sin(z) und sin’(x) = cos(x).

(Verwende 3(el” + e7*)" = 1(ie!” — ie™'*) und analog fiir sin).

iv) tan und cot sind als Quotienten der differenzierbaren Funktionen
sin und cos differenzierbar in jedem Punkt des Definitionsbereiches,

und es gilt tan/(z) = Sw@ COS(C?S;(SS(JC) cos'l@) Cosé(x) und cot'(z) =
cos’ () sin(x) —cos(x) sin’(x) 1
sin?(x) T sin?(x)” d

Satz 23.8 (Kettenregel) Die Funktion f : I — J C R sei differenzierbar in
xg € I, und die Funktion g : J — C sei differenzierbar in f(xo) € J. Dann ist
auch die zusammengesetzte Funktion go f : I — C differenzierbar in xqy, und es

gilt (g o f)'(zo) = g'(f(0)) - f' (o).

9W)—9o) g
Beweis. Sei Yo = f(xo) und fy(y) = { y~yo fU_I‘ Y # Yo . Nach Vorausset-
g'(yo)  fiiry =yo
zung ist v : J — C stetig in yo, und es gilt g(y) — g(yo) = (y — yo)vy(y) fiir alle
y € J. Dann erhalten wir

o F(s0) — tim 2@ — 00 @) A (Fr) = f(ao)

T—T0 T — Xy =0 r—Xo

f(@) = f(wo)

= lim v(f(z)) - lim

T—T0 T—T0 xr — x‘o
=(f(x0)) - f'(w0) = g'(f (o) - f'(20) - O
Beispiel 23.9 i) Fiir f(z) = 2* mit z € C und z € RY gilt f/(z) = 22" 1:

Setze g(y) = e und §(x) = Inz, dann ist f(z) = (go g)(z) = " und
f/(l’) — Zezlnm . %

ii) Fir f(z) = V1+ 2 mit o > —1 gilt f'(z) = ﬁ: Setze g(y) = y? mit
g'(y) = 3y2~" und g(z) = 1 + =. <

Satz 23.10 (Differentiation der Umkehrfunktion) Es seig = f~! die Um-

kehrfunktion einer streng monotonen Funktion f : I — R. Ist f differenzierbar

inyy € I mit f'(yo) # 0, dann ist g differenzierbar in xoy := f(yo), und es gilt
1 1

9@ = 500 = Pl
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FW=Iwo) iy v % Yo
Beweis. Wie im Beweis von SatzZ3Jist ¢(y) := { Y=o . eine in
f'(yo)  fir y = yo

Yo stetige Funktion ¢ : I — R mit f(y) — f(vo) = (v — yo)¢(y) fiir alle y € I und
f'(yo) = é(yo). Wegen der strengen Monotonie von f und ¢(yo) # 0 ist ¢(y) # 0
fiir alle y € I. Dann folgt mit y := g(z) und = = f(y)

y=y 9@ —glw) 1
f(y) = f(wo) T — T o(g(x))

Fiir x — x( folgt aus der Stetigkeit von ¢ in xg und der Stetigkeit von ¢ in

Yo = g(zo) die Behauptung. O

Beispiel 23.11 i) arctan’(x) = ng Sei y := arctan z, so gilt arctan’(z) =
m = cos’y = cosQCZfsgi/n2y = 1+t;n2 = 1+1a;2'

ii) arcsin’(x) = \/117T fir z € ] — 1,1[ Mit y = arcsinz und y € | = 5, 5]

gilt arcsin’(z) = ——~ = 4 = = : N

sin’ (y) cosy \/1—sin2 y \/1_$2

Satz 23.12 FEs seien f, : I — C differenzierbare und Lipschitz-stetige Funktio-

nen mit 0 < W < L, < oo fir allen € N und alle x,y € I. Wenn

i) Z fu(z) konvergent ist in jedem Punkt x € I und

ii) Z I (z0) und Z L,, konvergent sind,

n=0 n=0
dann ist die Funktion f = Y " f, in xo differenzierbar, und es gilt f'(x) =

2 im0 f(@).
Insbesondere ist jede Potenzreihe f(x) = Y " a,x" mit Konvergenzradi-
us R > 0 in jedem Punkt x € | — R, R[ differenzierbar, und es gilt f'(z) =

oo n—1

Beweis. Zu € > 0 gibt es ein N € N, so daBl gleichzeitig gilt ZZO:NH L, < 5 und
| >0 vt f'(zo)| < §. Dann gilt fiir beliebige € I\ {z}

fx) = f(zo) z_%f %’_’Z<fn fnxo)_f;(xom

r — Xy r — T
N

=2
n=

Wegen der Differenzierbarkeit der f, mit 0 < n < N gibt es ein gemeinsames
6 >0,s0daB SN ’w fi(x )’ < ¢ fiiralle z € I'\ {xo} mit |2 —x0] < 0.

fn fn .To)

T — 2o

e+ Y Lt | D r)]

n=N+1 n=N-+1

r—x0

T—x0

Somit ist )M — > f,’l(a:o)‘ < e fiir alle x € I mit |x — zo| < 4.
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Fiir Potenzrelhen ist f, = a,a™, und fiir x,y € | —r,r[ mit 0 < r < R gilt
}“”x —Gny" = > an:pky”*kk‘ < nla,|r"~!' =: L,. Nach dem Wurzelkriterium
und hmnﬂoo /n =1 besitzt die Reihe Y 7 na,z™ ! den gleichen Konvergenz-
radius R, so daB die Reihen Y °° | f(zo) = o7 na,zy~' mit [zo] < r und
S Ly =3 0" na,r™ ! konvergieren. Dann folgt die Behauptung aus dem all-
gemeinen Teil mit I = | — r,r[, denn jeder Punkt —R < zy < R liegt in [ fiir

= lroltR R, O

Beispiel 23.13 Die Funktionen f(z) = > 7, Cosé—’s”) und g(z) = > 07, SmT(L—Z“”)
sind fiir alle s > 2 differenzierbar in R mit f/(z) = — 3.2, 2209 ynd ¢/(z) =

n=1 ns 1
Zoo cos(nx)
n=1 nps—-1 °

Zum Beweis der Lipschitz-Bedingung verwende man }

cos(nz)—cos(ny) } _
z—y

2 } = n. Der letzte

sinr Sln T

| sin "(”y) || sin "(x_y)| < nSup,epx

} < nsupre]0 )

lz—yl
Schritt folgt aus =lund 1> 2 > 17 fur r € 0, %] nach dem
Leibniz-Kriterium. Analog fiir g. <

24 Lokale Extrema, Mittelwertsatz

Extrema von Funktionen lassen sich zunéchst fiir beliebige Definitionsbereiche
definieren; fiir Intervalle liefert dann die Differenzierbarkeit ein wichtiges Krite-
rium.

Definition 24.1 Sei X metrischer Raum. Eine Funktion f: X — R hatinzy € X

i) ein globales Maximum bzw. globales Minimum, wenn f(x) < f(xq) bzw.
f(z) > f(xp) fiir alle z € X,

ii) ein lokales Maximum bzw. lokales Minimum, wenn es eine Umgebung U von
xo gibt mit f(x) < f(zo) bzw. f(x) > f(xo) fur alle x € U N X.
Ein lokales/globales Extremum ist ein lokales/globales Minimum oder Maximum. Gilt

in i) und ii) das Gleichheitszeichen nur fiir den Punkt © = x(, so hat f in x( ein
strenges Extremum.

Satz 24.2 Eine Funktion f : |a,b] — R besitze in xq € la,b| ein lokales Extre-
mum und sei differenzierbar in xo. Dann gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. (fiir lokales Maximum) Es gibt eine Umgebung U von z mit f(x) —
f(zo) < 0 fiir alle x € U, und U enthédlt Punkte x > xy und Punkte y < x.
Somit gilt

MSO fiir alle x € U mit x > z
r — XIg

MZO fiir alle y € U mit y < zg
Y —Zo
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Da f in xq differenzierbar ist, folgt aus beiden Ungleichungen f’(xy) = 0. O

Bemerkungen:

i) Stetige Funktionen f : [a,b] — R nehmen ihr globales Maximum und
Minimum an. Als Kandidaten dieser Extremalpunkte kommen die Rand-
punkte a,b und, falls f differenzierbar ist, die Losungen von f'(x) = 0
in Frage. Fiir ein globales Extremum an Randpunkten a oder b muf

f'(a) =0 bzw. f'(b) = 0 nicht gelten.

ii) f'(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines
lokalen Extremums im Punkt z. Z.B. gilt fiir f(x) = 2% zwar f/(0) =
0, aber f besitzt als streng monoton wachsende Funktion kein lokales
Extremum.

Beispiel 24.3 (Fermatsches Prinzip und Brechungsgesetz) Gesucht ist
der schnellste Weg zwischen einem Punkt (0, ~1) und einem Punkt (a, —hs), wenn
der Betrag der Geschwindigkeit vy ist in M; := R x R} und vy in My := R x RX,
und die Bewegung in M; und M, geradlinig verlauft.

Die Zeit fiir einen Weg durch (z, 0) ist t(x) = U—ll\/h% + x2+£\/h§ + (a —x)2.
Diese Funktion ist in |0, a[ differenzierbar. Liegt ein lokales Extremum in z € |0, a

vor, so gilt dort

0=t(x) = —— 1__a-7
v1/hE 422 Va\/hi+4 (a—x)?
also die geometrische Bedingung 1 = %

"

0 T h2

Satz 24.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Die Funktion f
[a,b] — R sei stetig auf dem kompakten Intervall [a,b] und differenzierbar auf

f(bl)) : i(a) _ f,(f)

FEin wichtiger Spezialfall ist der Satz von Rolle: Gilt zusdtzlich f(a) = f(b),
so gibt es ein & € la,b] mit f'(§) = 0.

dem offenen Intervall |a,b[. Dann gibt es ein & € |a,b] mit

Beweis. 1) fiir den Satz von Rolle. Ist f konstant auf [a, b], so ist f/(£) = 0 fur
alle £ € ]a, b[. Ansonsten nimmt [ als stetige Funktion nach dem Extremwertsatz
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ein Maximum und ein Minimum an, und zumindest eines ist von f(a) = f(b)
verschieden. Damit wird dieses Extremum in einem Punkt £ € |a, b[ angenommen,
und wegen der Differenzierbarkeit von f in £ gilt f/(£) = 0.

ii) Man betrachte die Funktion F(x) = f(x) — f(b) f(“) (x —a). Diese ist wie f
stetig auf [a, b] und differenzierbar auf |a, b, auﬁerdem gilt F(a) = F(b) = f(a).
Nach dem Satz von Rolle gibt es £ € |a, b mit 0 = F'(§) = f'(§) — ;@. O

—a

Wir geben spéter einige Folgerungen. Eine niitzliche Methode zur Berechnung
von Grenzwerten erfordert eine leichte Verallgemeinerung:

Satz 24.5 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Die Funktionen
fyg @ [a,b] — R seien stetig auf [a,b] und differenzierbar auf ]a,b], und es
gelte g'(x) # 0 fir alle x € ]a,b]. Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein £ € Ja,b]
L f(0) = fla) _ [(§)

mit = —=

9(b) = g(a)  g'(§)

Beweis. Wire g(b) = g(a), so gibe es nach dem Satz von Rolle ein £ € ]a, b[ mit
g'(¢) = 0, Widerspruch. Wir kénnen deshalb den Satz von Rolle auf die Funktion

F(z) = f(x) — H(g(m) — g(a)) anwenden. Es gilt F(a) = F(b) = f(a),
. . o ey ey 1) = fla)
also gibt es ein £ € |a, b] mit 0 = F'(&) = f'(§) o) — (@) q'(&). O

Die folgende Rechenregel erlaubt in vielen Fillen eine einfache Berechnung von
Grenzwerten:

Satz 24.6 (Regel von de I’'Hospital) Die Funktionen f,g : la,b| — R seien
differenzierbar, und es gelte g'(x) # 0 fiir alle x € ]a,b]. In beiden Fdillen
i) lim,\, f(2) =0 und lim,~ 4 g(x) = 0

i) limg\, f(x) = 0o und lim,~ 4 g(x) = oo

/
gilt: Existiert der Grenzwert h{n / EZE;, so existiert auch hm E ; und es gilt
T ag
/
lim M = lim / (x) Analog fiir x /b sowie v — oo und xr — —o0.

wNag(x)  wa g'(2)

Beweis. i) Definieren wir f(a) := 0 und g(a) := 0, so sind die Funktionen f,g¢
stetig in a. Damit sind zu jedem z € ]a, b die Voraussetzungen des verallgemei-
nerten Mittelwertsatzes fiir f, g : [a, 2] — R erfiillt, und es existiert ein £ € |a, x|
mit ]gc Ei; = £ Nach Voraussetzung existiert der Limes z \, a und hat die
behauptete Elgenschaft

ii) Nach Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes A := lim,\,

f/gl“
f:(m) — A‘ < €. Nach
g'(z)

gibt es
zue > 0ein d > 0, so daB fiir alle x € ]a,a+ [ gilt
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dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann auch ch Ei; ( A} < ¢ fiir alle
x,y € la,a+ 6] mit x # y. Wir betrachten

f@) f@) - f)  f@)—fo) 18
(1—% 1)'

Wir halten y fest und lassen z gegen a gehen. Wegen lim,\, f(z) = oo und
_9w)
o~ 1 < i

lim,~ , g(x) = 0o gibt es ein ¢ mit 0 < ¢’ <y —a < 0, so daB H

fir alle z € ]a, a + ¢'[. Damit ergibt sich e

f@) @ f@) =), f@ -,

’ ’ ’ g(@) 9@ —gly)| ’ g(x) — g(y) ’
_ 9

<‘f(x) f(y)‘ o R
g9(x) —gy) |1 — LW
F(@)
fir alle z € Ja,a + '] -

Va?tr43-3 2+:v+

Beispiel 24.7 Gesucht sei lim,_,o e =3 Zahler und Nenner sind differen-

zierbar in offenen Intervallen |2—e, 2[ und |2, 2+¢€[ oberhalb und unterhalb des
Haufungspunkts 2, und (sin(%))" = Fcos(%) # 0 fiir alle v € ]2—¢,2[ oder
x € |2, 2+€[. Wir betrachten

2z+1
(V v+ x4+ 3 - 3)/ _ 2Va24a+3

s (T T Tz Q(.T) :
(sin(%7))’ 5 cos(%F)
Die Funktion g(x) ist stetig in |2—e, 24-€[ mit ¢(2) = 2\[ — = —2=, somit
lim,~ 2 ¢(x) = lim, »o g(x) = —z=. Insgesamt sind alle Voraussetzungen der Regel

von de I’'Hospital erfiillt, so daf3

VPFT¥3-3 . JPEFrT3-3 . VP Taii-

¢(2) = lim sin(Z2) 22 sin(ZZ) eo sin(%2)
5
__ 5 )
3m

Nun zu Folgerungen des Mittelwertsatzes.

Satz 24.8 (Schrankensatz) Es sei [ : [a,b] — C stetig und differenzierbar
auf la, b mit beschrinkter Ableitung |f'(x)| < L fir alle x € ]a,b[. Dann ist f
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L, d.h. | f(z) — f(y)| < Lz —y| fir alle
z,y € [a,b].

Fiir reellwertige differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R gilt unter sonst
gleichen Voraussetzungen: Ist m < f'(x) < M fir alle x € |a,b[, so gilt m(xg —
x1) < f(x2) — f(x1) < M(xo — 21) fiir alle x1, x5 € [a,b] mit z1 < xs.
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Beweis. ii) Die Aussage fiir reelle Funktionen ist eine Umformulierung des Mittel-
wertsatzes, insbesondere werden fiir m, M nur innere Punkte £ € ]a, b[ benotigt.
i) Sei f(z) # f(y), insbesondere = # y, sonst ist nichts zu zeigen. Setze

c = % € C mit |¢| = 1 und ¢ := Re(cf). Nach dem Mittelwertsatz gibt

es zu x,y € [a,b] ein & € |z, y[ mit ¢(z) — P(y) = (x — y)¢'(§). Somit gilt

() = f)| = cf (x) — cf (y) = d(x) — d(y) = (= — y)¢(£)

< |z —y| sup |¢'(z)] < Llz —y|
g€lz,yl

wegen |Re(cf’)(z)] < [f'(z)| < L. O

Satz 24.9 Sei f : [a,b] — C stetig und differenzierbar in |a,b] mit f'(x) = 0 fir
alle © € |a,b[. Dann ist f konstant.

Insbesondere gilt: Zwei differenzierbare Funktionen f,g : [a,b] — C mit
f'(z) = ¢'(z) fir alle x € ]a,b] unterscheiden sich nur um eine Konstante,
f — g = const.

Beweis. Nach dem Schrankensatz ist f(x) = f(y) fiir alle 2,y € [a, b]. Der zweite
Teil folgt aus dem ersten fiir die Funktion f — g. O

Als Anwendung geben wir eine weitere Charakterisierung der Exponential-
funktion als eindeutige Losung einer Differentialgleichung zu gegebener Anfangs-
bedingung:

Satz 24.10 Essei f : R — C eine differenzierbare Funktion, und es gelte f'(x) =
cf(x) fir alle x € R und ein c € C. Ist f(0) =: A € C, so gilt f(x) = Ae.

Beweis. Fir F(x) := f(x)e ® gilt nach Produktregel F'(x) = f'(z)e " —
cf(x)e=® = 0 fiir alle z € R. Dann ist F' nach Satz 249 eine konstante Funktion,
also F(z) = F(0) = f(0) = A fiir alle z € R. Also gilt f(z) = Ae™ fir alle
z € R. U

Wir kénnen nun eine Liicke im Beweis von Satz schlieflen:

Beweis von Lemma [ZL3 Fir x € R sei f(z) = Bs,(2) fiir s,z € C mit |z] < 1
und s # 0. Dann gilt nach Multiplikationssatz ([Z.H)

. Bywin(z) — Bs(2) . Ba(z)—1
’ o (z+h) . sh
Fl) = fiy S = o) fiy S

Die in Satz eingefithrten Definition lim,_,o 2282 — L(2) fithrt ebenso auf

S

limy, o % = L(z), also f'(x) = sL(z)f(x) und damit By,(z) = exp(sxL(z))

fiir alle x € R. O
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Satz 24.11 Fiir alle x € ] —1,1] gilt

arcsin x i <_%)( 1) L
—~\k 2k+1°
© s 1 2+
Beweis: Die Funktionen f(z) = arcsinz und g(z) = Z < k:2) (—1)km sind

k=0

auf | — 1, 1] differenzierbar, und es gilt

1= =0 =3 () =)

Damit ist f(x) — g(z) = f(0) — ¢g(0) = 0 eine Konstante. O

Fortsetzung mit §22: Kompakte Mengen

25 Monotonie, h6here Ableitungen, Konvexitit

Satz 25.1 (Monotoniekriterium) FEs sei f : [a,b] — R stetig und in |a,b]
differenzierbar. Dann gilt:

"> 04n)a,b = f wichst in ]a, b streng monoton,
<0 inla,b] = [ fdllt in |a,b| streng monoton,
>0 n]a,b] & f wichst in ]a, b] monoton,
<0 inla,b] & f fillt in ]a, b] monoton.

Beweis. (=) folgt jeweils aus dem Mittelwertsatz bzw. Schrankensatz. (<) folgt
aus Definition des Grenzwertes. O

Das Beispiel der streng monoton wachsenden Funktion f(x) = 23 mit f’(0) =0
zeigt, dafl in den ersten beiden Implikationen in Satz P5J] die Umkehrungen (<)
nicht gelten.

Die Ableitung f' : I — C einer auf I C R differenzierbaren Funktion f :
I — C kann erneut auf Differenzierbarkeit in xq € I untersucht werden, und
gegebenenfalls heifit die Ableitung von f’ in xzq die zweite Ableitung von f in
xo. Man schreibt f”(xq) = (f') (x0) oder auch (DD f)(xq) oder Cg—mf(xo). Die n-te
Ableitung f™ von f wird dann rekursiv definiert als f(xq) := (f™1)(xy),
falls f™~1) in 2, differenzierbar ist. Dabei ist f(©(zy) := f(xo) und fM(z¢) :=
f'(w). Ist die n-te Ableitung f™ stetig, so heifit f n-mal stetig differenzierbar.

Existiert f fiir alle n € N, so heifit f beliebig oft differenzierbar (Stetigkeit
ist automatisch). Nach Satz 23T ist jede Potenzreihe f(z) = >~ a,z™ beliebig

oft differenzierbar im Inneren ihres Konvergenzkreises, und dort gilt f* (x) =
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[e.9]

|
Z ﬁanx”’? Die Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen ist
n—k)!

“orofer” als die Menge der durch Potenzreihen darstellbaren Funktionen. Eine
niitzliche beliebig oft auf R differenzierbare Funktion ist die Einschaltfunktion

. e s firz >0
f(@) '_{ 0 firz<O0
Satz 25.2 FEine in |a,b[ differenzierbare Funktion f :)a,b] — R sei in xo € ]a,b]
zweimal differenzierbar, und es gelte f'(xo) = 0 sowie f"(xq) # 0. Dann besitzt f
i xg ein strenges lokales Extremum, und zwar ein strenges lokales Minimum fiir
f"(xg) > 0 bzw. ein strenges lokales Mazimum fir f"(xq) < 0.

Beweis. (fiir f"(xg) > 0). Wegen f"(z9) = lim M

T—1o T — Xg
['(z)
— 70
mit 0 < |x — x¢| < e. Nach Satz BEdlist f"in |xg — € :L‘O[ streng monoton fallend
und in |xg, xg + €] streng monoton wachsend, besitzt also in xq ein strenges lokales
Minimum. ]

> 0 gibt es ein

€ > 0, so daB unter Verwendung von f'(zg) =0 gilt > 0 fiir alle x € ]a, ]

Definition 25.3 Eine Funktion f : I — R heiBt konvex auf dem Intervall I C R,
wenn fiir alle 1 < 2o € I und alle X € ]0, 1] gilt

SOz + (1= Nxg) < Af(zr) + (1= A)f(a2) .

Gilt sogar die Relation ‘<’, so heiBt f streng konvex. Eine Funktion f : I — R heiBt
(streng) konkav, wenn — f (streng) konvex ist.

Setzen wir z = Axr; + (1 — A)xg, dann ist 7 < x < 25 und A = ;31%; Somit
ist x —= Af(z1) + (1 = N)f(z2) = fx2) + %(az — x5) die Sekante durch
(21, f(z1)) und (22, f(x9)). Folglich bedeutet Konvexitit, da (x, f(x)) unterhalb
der Sekante durch (xy, f(z1)) und (x9, f(22)) liegt, und zwar fir beliebige z1, x2 €
I mit 1 < x < x9.

Die Definition von Konvexitét erfordert keine Differenzierbarkeit: Z.B: ist f(x) =
|z| in jedem Punkt 2 € R konvex. Fiir differenzierbare Funktionen haben wir
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Satz 25.4 (Konvexititskriterium) FEine in [a,b] stetige und in |a, b| differen-
zierbare Funktion f ist genau dann konvex in [a,b], wenn f’ in ]a,b] monoton
wdchst.

Beweis. (=) Sei f konvex und x; < zo Punkte aus ]a,b[. Dann gilt f(z) <
f(x2) + CIV i C2)] f(m)(:p —x9) = f(x1) + f@1)—f(wa) f(m)(x — 1) fiir alle x € |z, x5, also

f(z) — f(z1) <f(952)—f($1) <f($2)—f($).

Fiir x ™\, x1 einerseits und x x5 andererseits folgt aus der Differenzierbarkeit
in z1, s die Relation f'(z;) < M < f'(x2). Da z1 < x5 beliebig sind,
T2 — I
wiachst f/ monoton.
(<) Sei f’ monoton wachsend und x; < = < xo Punkte aus [a,b]. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es Punkte & € |zq, [ und & € |x, zo[ mit

fO=fo)_pey g H2010)

= ['(&) -

Es ist & < & und damit f'(&) < f/(&), also f(x;_f(xl) < (”C;) i(x) fiir alle
x € |xy, x5 Dannist z—x; = (1 —)\)(:L’g—xl) und xo—x = )\(:cg—xl) fir A € ]0, 1],

also A(f(z) = f(a1)) < (1= A)(f(22) = f(2)) und dann f(Azy + (1 = A)za) <
A (z1) + (1= X) f(x). O

Satz 25.5 Es sei f: [a,b] — R stetig und zweimal differenzierbar in |a,b[. Dann
qgilt:

i) f">01in]a,b] < f st konvezr in [a,b].
i) f">04n]a,b] = [ ist streng konvez in [a,b].

Beweis. 1) ist Satz Bol fiir f' zusammen mit Satz B5Al
ii) f ist zumindest konvex. Wére f nicht streng konvex, so gibt es 21 < z <
Ty € [a,b] mit L&=L)  Jlra)f) _ S J@) Nach dem Mittelwertsatz gibt

r—x1 To—T1 Tro—x

es dann Punkte & € |z, z[ und & € |z, o[ mit

fl<§1) _ f(ZL‘) - f(xl) _ f(xQ) - f(l‘) _ fl<§2) ’

r — I To — T

im Widerspruch zur strengen Monotonie von f’ nach Satz BoTl fiir f. O

Beispiel 25.6 Die Funktionen f(z) = 2?" mit n € N* sind streng konvex auf
R wegen f”(x) = 2n(2n — 1)z®"=2 > (0. Ebenso ist f(z) = e® streng konvex auf
R wegen f”(z) = e* > 0. Schliefllich ist f(z) = Inz streng konkav auf R}, da
(-Inz)" =% >0. <
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Satz 25.7 (Holdersche Ungleichung) Flir reelle Zahlen p,q > 1 mit %+% =1
seien Folgen © = (xg)ren und y = (Y )ren reeller oder komplexer Zahlen gegeben

mit
oo 1 00 1
lally = (Y lmel?) <00 lylly = (D lwel?)" < o0
k=0 k=0

Dann konvergiert die Rethe Y, xxyr absolut, und es gilt die Héldersche Un-

gleichung
> m] <D Ll < llally Iyl
k=0 k=0

Speziell gilt fiir endliche Folgen

)Zwkyk! <Z|a:kyk| < (Zw) (Z|yk|) firtelon

Beweis. 1) Wir zeigen zunéchst: Fir beliebige a,b € RY und p,q wie oben gilt

1 1 a b
p.-bhe < — F — . *
s ()

Die Funktion f(z) = —Inx ist konvex auf R, also gilt mit A\ = % und (1-X) = -

b 1 1

—1In (g—i——) < ——Ina—-Inb=—1n (a% b%) .
p q p q

Durch Exponentieren folgt die Behauptung.

ii) Fiir x; = 0 fiir alle k& oder y; = 0 fiir alle & ist im Satz nichts zu zeigen.

. ‘xk‘p Y |q .
Ansonsten sei &, ;= o und 7y = kallq' Es gilt
1
&k 77k < @ —|— —
p q

nach (*) fiir &, # 0 bzw. trivialerweise fir & = 0 oder 7, = 0. Wegen
Yoreoé = Lund Y07 mr = 1 hat die Reihe )7, ”ﬁﬂ:‘”z;’“”‘q die konvergente
Majorante » .-, (% + %), und es gilt

Z |2k - |yl iﬁf Sz(@ —):1+1:1,
| — “~\p q

x||p ||y||q q p

also D27 o lzkys] < ||lz|lp-llyllq- SchlieBlich hat die Reihe Y2 4y, die konvergen-
te Majorante Y, |zxyxl, ist damit selbst konvergent und erfiillt die Holdersche
Ungleichung. O

Fiir p = ¢ = 2 ist das die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Allgemein ergibt
sich
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Satz 25.8 (Minkowskische Ungleichung) Sei p > 1. Dann gilt fir beliebige
Folgen x = (xy)keny und y = (Yr)ren mit ||z, < oo und |ly||, < oo die Minkow-
skische Ungleichung

[+ yllp < ll2llp + [yl -

Damit ist 7 == {x = (vx)ken : ||z|l, < oo} fir jedes p > 1 ein normier-
ter Vektorraum beziiglich || ||,, und insbesondere definiert ||(z1,...,2,)|, =

1

(>or_ilzklP)? eine Norm auf R™ oder C™.

Beweis. Setze zy := |z +yi|P~!, dann gilt |2;]? = |zg + Y|P = |21, + yi|P. Nach
Dreiecksungleichung und Holderscher Ungleichung gilt fiir jedes N € N

N N

N N
Z |2k + Yl = Z |lzr + yrl|zi] < Z |zr2k| + Z |Yrz]
k=0 k=0 k=0 k=0
N | N LN '
< (X toel?)” + (D wel?)" ) (Do lel?)”
k=0

k=0

N 1
< (el + ) (D e+ )"
k=0

Fiir xp + y, = 0 fiir alle k ist nichts zu zeigen, ansonsten folgt mit 1 — % = %

N

1
(D b wel?) <l + Iyl

k=0

Somit ist die monoton wachsende Folge {(Z]kvzo |2k + yl?) ? }NeN durch ||z, +
|yl|l, beschrénkt, so daB der Limes N — oo existiert und die Minkowskische
Ungleichung erfiillt. O

Eine weitere wichtige Anwendung der Konvexitéit ist das Newtonsche Iterati-
onsverfahren zur numerischen Berechnung von Nullstellen.

Satz 25.9 (Newtonsches Iterationsverfahren) Fine stetige und konvexe
Funktion f : [a,b] — R mit f(a) < 0 und f(b) > 0 sei zweimal differenzier-
bar in la,b|. Dann gilt:

i) Es gibt genau ein & € |a,b] mit f(&) = 0.
ii) Ist zg € |a,b[ ein beliebiger Punkt mit f(xg) > 0, dann ist die durch

n

rekursiv definierte Folge (x,)nen wohldefiniert und konvergiert monoton
fallend gegen €.
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Bemerkung: Analoge Aussagen gelten fiir konkave Funktionen und/oder fiir
f(a) >0 und f(b) < 0. Man kann zeigen, da8 das Verfahren quadratisch konver-
giert, d.h. x,, approximiert £ fiir grole n auf 2n Dezimalstellen genau.

Beweis. i) Nach dem Zwischenwertsatz gibt es zumindest eine Nullstelle £ von
f in ]a,b[. AuBerdem gibt es nach dem Extremwertsatz in g € [a,b] ein globales
Minimum mit f(q) < f(x) fiir alle z € [a, b]. Damit ist f(g) < 0. Ist ¢ # a, so hat
f in q ein lokales Minimum, d.h. es gilt f’(¢) = 0. Nach Satz B5.4 und Satz
ist f’ monoton wachsend in |a,b], also gilt f'(z) < 0 fiir alle x € [a, q]. Somit
liegen alle Nullstellen von f in g, b[.

Angenommen, es giabe zwei Nullstellen & < &. Nach dem Mittelwertsatz gibt
esein t € g, & [ mit f'(t) = f(%):f;(q) = Zlfqu) > 0. Daraus folgt f'(x) > 0 fiir alle
x € [t,b[, insbesondere ist f in [{;,b] streng monoton wachsend und kann keine
zweite Nullstelle besitzen.

ii) Fiir den Anfangspunkt der Folge gilt zo > £. Wir zeigen durch vollsténdige
Induktion f(z,) > 0und & < z, < x,_; fiir alle n > 1.

a) Aus xz,, > & folgt f'(x,) > f'(§) > 0, also % > 0 und somit x,11 =

Ty — as < Ty
n f/(xn) — n
b) Die Funktion ¢, (z) := f(z)— f(z,)— f'(x,)(x—z,) beschreibt die Differenz
von f(z) zur ihrer Tangenten in x,,. Es gilt ¢! (z) = f'(z) — f'(z,), also ¢/,(x) <0
fir x < x,. Aus ¢,(x,) = 0 folgt dann ¢, (z) > 0 fir x < z,, insbesondere

0 < On(@ny1) = f(@ns1) = flzn) = f(@n) (@1 — 20) = fTng1) -

Damit ist z,41 > &, so daf (z,)n,en eine monoton fallende und durch ¢ nach

unten beschrankte Folge ist. Sei x* := lim,, , x, ihr Grenzwert, dann folgt aus

der Stetigkeit von f und f’ (wegen Existenz von f”) in |a,b| die Gleichung z* =
f(z") .

x*— , also f(2*) = 0 und damit z* = €. O
fr(z*)

Beispiel 25.10 Fiir £ € N mit £ > 2 und a € Ri betrachten wir die durch

f(r) = 2% — a definierte Funktion f : R, — R. Diese ist konvex auf R, mit

f(0) = —a < 0 und f(1 +a) > 0. Das Newtonsche Iterationsverfahren zur
Berechnung der Nullstellen ist damit anwendbar und liefert die Folge

2k —a 1 a
tnt = n = P = (= D+ )

die fiir einen beliebigen Startwert zy mit x& > a monoton fallend gegen /a

konvergiert. (W&hlt man 0 < zf < a, dann ist z¥ > a, und das Verfahren

konvergiert ebenfalls. Siehe Satz [LT4]) N
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26 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Nach Satz 234 liefern Funktionswert f(zo) und Ableitung f’(x) einer differen-
zierbaren Funktion f : I — C eine lineare Approximation der Funktion in der
Néhe des Punktes zy mit Kontrolle des Fehlers. Die Taylorsche Formel beschreibt
eine polynomiale Approximation der Funktion:

Satz 26.1 (Taylorsche Formel) Es sei f : [ — C eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion und a € I. Dann gibt es zu jedem x € I ein & € Ja, x|
bzw. £ € |z, a[, so daff

"(a "(a (n) a
1) = f(a) + D ey + Doy D ey gy
. f(n+1) (g) n+1
RnJrl(SU) = m(ﬂf — CL) .

Beweis. Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil konnen wir uns auf reellwertige
Funktionen beschrianken. Fiir n = 0 handelt es sich um den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung. Sei also n > 1 und z.B. x > a fest gewéhlt. Wir definieren
eine Funktion g : I — R durch

" k) (g
o) = 1(0) ~ 1)~ S D gt war—ay

Wahlen wir

") (g
V= e (10 = 10 = S e -

dann gilt g(x) = 0. Nach Voraussetzung ist g eine (n + 1)-mal stetig differenzier-
bare Funktion auf I, und es gilt g(a) = 0 und ¢ (a) = 0 fiir alle k = 1,..., n.

Nach dem Satz von Rolle gibt es ein & € ]z, a[ mit ¢'(£;) = 0. Im néchsten
Schritt gibt es wieder nach Rolle wegen ¢'(a) = 0 ein & € [&;, a[ mit ¢”(&) = 0.
SchlieBlich gibt es ein & = &,11 € |&,, a] C ]z, a[ mit

0= g™t () = () — (n+ IV

Also ist M = f((j:i)(,g) fir ein £ € |z, al. O

Fiir eine mindestens (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f heifit

/ a " a (n) a
(Tnf)<x; a) = f(a) + *(az—a) + fQ—(!)(x—a)2 4+t f n'( )

das Taylor-Polynom n-ter Ordnung von f mit Entwicklungspunkt a, und R, (x)

(z—a)"

heiffit das Restglied (n + 1)-ter Ordnung. Fiir Potenzreihen f(x) = Zanx”
n=0
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mit Konvergenzradius R > 0 stimmt wegen f*)(0) = kla;, das Taylor-Polynom
N-ter Ordnung von f mit der bei N abgebrochenen Potenzreihe iiberein, d.h.

(Tnf)(x;0) = Zan:p fir |z| < R.

Damit liefert die Taylorsche Formel Fehlerabschiatzungen der folgenden Art:

Beispiel 26.2 Fiir f(z) = sinz gilt f®(z) = (=1)*sinz und f@+Y(z) =
(—=D)kcosx, d.h. [f™(€)] <1 fiir alle ¢ € R und alle n € N. Unter Verwendung
der Sinus-Reihe gilt somit fiir alle z € R und n € N

(_1>kx2k+1

sin x — Z
—~ (2k: + 1)!

|x‘2n+3

~ (2n+3)1

Satz 26.3 (hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema) FEs sei f : [ —
R eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion. In einem inneren Punkta € I

gelte f'(a) = --- = f™(a) =0, aber f™*V(a) # 0. Dann hat f im Punkt a
i) ein strenges lokales Minimum, falls n ungerade ist und ™+ (a) > 0;
ii) ein strenges lokales Mazimum, falls n ungerade ist und f™+Y(a) < 0;

iii) kein lokales Extremum, falls n gerade ist.

Bewers. Einsetzen der Voraussetzungen in die Taylorsche Formel mit ergibt
f(z) = fla)+ f((j:i)(,g) (r —a)"™ fiir ein £ zwischen z und a. Wegen der Stetigkeit
von f(+1) gibt es nach Satz[[8I4lii) eine Umgebung U C I von a, in der V(&)
das gleiche Vorzeichen wie f™+1)(a) hat. Ist n + 1 gerade und f"*Y(a) > 0, so
folgt f(x) > f(a) fir alle z € U \ {a}, d.h. f hat in a ein strenges lokales Mini-
mum. Analog fiir ii). Ist dagegen n + 1 ungerade und z.B. f"*V(a) > 0, so folgt
f(z) < f(a) fir x < a und f(z) > f(a) fir x > a, d.h. f hat in a kein lokales
Extremum. U

Satz 26.4 Es sei f : [ — C eine n-mal stetig differenzierbare Funktion und
a € I. Dann gibt es eine stetige Funktion r : I — C mit r(a) = 0 und f(x) =

(Tnf) (x5 0) + (x = a)"r(z).

Beweis. Stetigkeit von r in x # a folgt aus der Definition, so daf nur lim, ., r(z) =
0 zu zeigen ist. Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil geniigt der Beweis fiir
reellwertige Funktionen. Mit der Taylorschen Formel gilt

™) (g (n) () (g
fn!( )<x_a)n:f (€)<x_a)n_f ( )(x_a)n

(f(@) = (Ta-rf)(z50)) —
F(E(@) — "(a)

n!
geht auch &(z) — a, so daB aus der Stetigkeit von f folgt lim,_,r(z) = 0. O

fiir ein £ zwischen x und a, d.h. r(z) = fir  # a. Mit x — a
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Fiir diese Eigenschaft ist das Landau-Symbol “o” gebréduchlich, f(x)
(To.f)(z;a) + o((x — a)"). Darunter versteht man

f(z) =o0(g(x)) firz—a & iLaLg:O'

Definition 26.5 Es sei f I — C eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Die

Potenzreihe (T'f)(z;a) := Z I k'< )(x a)* heiBt die Taylor-Reihe von f im Punkt

a € I. Konvergiert (T'f)(x; a) gegen f(z) fiir alle z aus einer Umgebung U C I von
a, so sagt man: f besitzt in U eine Taylor-Entwicklung um a.

Warnung: Die Taylor-Reihe ist ein formaler Ausdruck! Wihrend die Taylorsche
Formel mit Restglied exakt gilt, mufl die Taylor-Reihe fiir  # a nicht kon-
vergieren (der Konvergenzradius ist dann 0), und selbst wenn die Taylor-Reihe
konvergiert, mufl (7'f)(x;a) nicht gleich f(z) sein!

Beispiel 26.6 Wir erinnern an die schon in Abschnitt Pl eingefiihrte Einschalt-

funktion )
J e firax>0
fla) = { 0 firx<0

Die Ableitungen in x > 0 sind von der Form f™(z) = Pn(%)e_%) fiir ein Polynom
P, vom Grad 2n in %, denn nach Produkt- und Kettenregel ist

§o0) = (D) = (= B+ Pl )t

Dabei ist die Ableitung P’ des Polynoms ein Polynom (2n — 1)-ter Ordnung.
Somit ist lim,~ o f™+Y(z) = 0 fiir alle n € N und folglich (T'f)(z;0) = 0 # f(x).
4

Ist eine Funktion f durch eine Potenzreihe darstellbar, so stimmt die Taylor-
Reihe (innerhalb des Konvergenzkreises) mit f iiberein. Insbesondere lassen sich
die im Laufe des Semesters hergeleiteten Potenzreihen reproduzieren:

ZZ— reR,
00( )k 2k
Cosx:ZW, relR,
k=0
. B e (_1)kx2k+1
sm:p—kzm, relR,
=0
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o 2k
cosh:czz eR
'7 )
= (2K)
i 2+
sinhz = reR
'7 Y
p (2k+1)
(1—1—3:)‘”:2(2)3:’“, reRfiraeN, ze]-11firacC,
k=0
0 —1)k—1pk
ln(l—i—x):Z()Tx, re]-1,1],
k=1
0 (—1)k_1x2k+1
arctanz = Z— , xe[-1,1],
— 2k+1
> /-1 L a2
inz — 1 : cl—1,1].
arcsin ;(k)( )Qk—i—l x €| [

Zu beachten ist, dafl einige dieser Potenzreihen sogar fiir komplexe Zahlen x €
C\ R gelten, wihrend wir die Differentiation nur im Reellen eingefiihrt hatten.

Beispiel 26.7 Man kann zeigen, dafl die Funktio
0 in eine Potenzreihe entwickelbar ist,

z o
e —1 1+Enl(n+1 0 k!

Die Entwicklungskoeffizienten By heiflen Bernoulli-Zahlen. Offenbar ist By = 1
und B; = —%. Ferner gilt

d.h. =~
e?z—1
Bogy1 = 0 mit & > 1 verschwinden. Ersetzt man z +— 2ix, so folgt die Cotangens-

Reihe
1 o
t = — —
cot x+E (

k=1

k—1

sin® z—cos? z
sinz cos

Mittels tanz — cot x = = —2cot(2z) folgt daraus die Tangens-Reihe

- 44k —1) _
tanx = Z(—l)k 1w32k$2k ! . <
k=1
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27 Partielle Ableitungen

Wir betrachten Funktionen mehrerer Verdnderlicher, also Abbildungen f : U —
C oder f: U — R mit U C R". Partielle Ableitungen von f sind gewthnliche
Ableitungen, die man erhilt, wenn alle Komponenten von x = (zy,...,2,) € U
bis auf eine festgehalten werden.

Definition 27.1 Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — C heiBt im Punkt
x € U partiell differenzierbar in der j-ten Koordinatenrichtung, falls der Grenzwert

(©,)(x) = lim (£ + hey) — f(x)

h#£0

existiert. Dabei ist e; € R" der j-te Einheitsvektor und h ist so zu wahlen, daB
x + he; € U. Der Grenzwert (0, f)(z) heiBt die j-te partielle Ableitung von f in .

Eine Funktion f : U — C heiBt partiell differenzierbar, falls (0, f)(z) fiir alle
x € U und alle 1 < j < n existiert, und stetig partiell differenzierbar, falls alle
Funktionen 0, f : U — C stetig sind.

Oft schreibt man auch aanj an Stelle von 0, f. Zur Existenz des Grenzwertes muf
U nicht notwendig offen sein.

Die partielle Ableitung erfiillt die Leibniz-Regel: Seien f, g : U — C partiell
differenzierbare Funktionen auf U, dann gilt

0;(f - 9)(x) = (9;/)(x) - g(x) + f(x) - (9;9)(x) ,  weU.

Beispiel 27.2 Es sei f : R? — R gegeben durch f(z1,25) = €177 sinz;. Dann
ist (01f)(x1,x2) = (221 sin xq + cos xl)e”ﬁ”% und (02 f)(x1, x2) = 225 sin 7,e¥1Te3,
<

Beispiel 27.3 Die partielle Ableitung des Radius r(z) := ||z|| = /23 + - - + 22
in der j-ten Koordinatenrichtung ist nach der Kettenregel

0 1 ;
—T(xl,...,xn): ij:xj

ox; 2/ 4 -+ a2 ro
Damit ist r : R \ {0} — R partiell differenzierbar mit (9;r)(z) = =L.
Entsprechend ist nach der Kettenregel jede differenzierbare Funktion f(r)
des Radius, aufgefaft als Funktion f : R™\ {0} — R, partiell differenzierbar mit
(0:f)(z) = xj@. Zum Beispiel sind fiir f(r) = e~*” die partiellen Ableitungen
gegeben durch (0;f)(x) = —2az, f(r). N

Das folgende Beispiel zeigt, dafl aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funk-
tion nicht die Stetigkeit folgt.
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Beispiel 27.4 Es sei f : R?> — R gegeben durch

2, fir (21, 29) # (0,0)

_ a:%-l—ﬂﬂg
f(x1, 22) { 0 fiir (21, 22) = (0,0)

Dann ist f auf R?\ {(0,0)} partiell differenzierbar mit

Ty Qx%xz $2($§ — x%)
9 - - =
(O1f)(1,22) 2?2 +2i (24 23)2 (22 + 1)

und analog
1(2f — 23)
9] = ——=
(02 f)(21, 72) (22 + 22)2
Im Nullpunkt haben wir

. f(hv O)_f(07 0)
(91./)(0,0) = lim -

f(07 h)_f(ov O)
h

so daf f auf dem gesamten R? partiell differenzierbar ist. Jedoch ist f nicht stetig
in (0,0). Die Folge (yi)ren mit y, = (k+r1’ k%rl) konvergiert gegen (0,0), aber

konvergiert nicht gegen f(0) = 0. <

Wir werden im 3. Semester sehen, daf} stetig partiell differenzierbare Funktionen
gute Eigenschaften haben.

Die partielle Ableitung einer partiell differenzierbaren Funktion kann noch-
mals partiell differenziert werden, usw. Induktiv definieren wir:

Definition 27.5 Sei U C R” offen und & € N*. Eine Funktion f : U — C heiBt
(k-+1)-mal partiell differenzierbar, wenn sie k-mal partiell differenzierbar ist und al-
le partiellen Ableitungen 0, ...0;, f partiell differenzierbar sind. Sind die partiellen
Ableitungen 0, 0;, ... 0;, [ stetig, so heiBt f eine (k+1)-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion.

Satz 27.6 (Schwarz) Sei U C R" offen und f : U — C eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann vertauschen die zweiten partiellen Ablei-
tungen, d.h. fir allea € U und alle v, =1,...,n qilt

(9:0;f)(a) = (9;0,f)(a) .
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Beweis. Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil kann f : U — R angenommen
werden. Der Ubersichtlichkeit wegen sei i = 1,7 = 2 (kann durch Umnumerieren
der Koordinaten immer erreicht werden) und dann n = 2 (die weiteren Kompo-
nenten sind festgehalten und spielen keine Rolle).

Fiir gegebenes § > 0 sei Ws(a) C U C R? der offene Wiirfel mit Kantenléinge
26 und Mittelpunkt a = (x0, yo). Es sei (x,y) ein beliebiger Punkt von Wj, d.h.
|z — 20| < 0 und |y — yo| < d. Fiir festgehaltenes y sei F,(z) = f(x,y) — f(x, yo).
Nach dem Mittelwersatz der Differentialrechnung gibt es einen Punkt £ € Jxg —
J, o + d[, so dal

Fy(x) — Fy(zo) = F () - (x — x0)
= flz,y)—f(@,y0)—f(zo, y)+f (20, o) = (O1f) (& y) — (OLf) (€. m0)) - (x—0) -

Wir nutzen den Mittelwertsatz nochmals fiir die Funktion G¢(y) := (01 f)(&, v).
Es gibt also ein 1 € Jyo — d,y0 + 0], so daB

Ge(y) — Ge(yo) = G/g(ﬁ) (¥ — o)
= (0uf)(&y) = (0 f)(&yo) = (0200 )& m) - (¥ — o) -

Insgesamt gibt es somit ein (£,7) € W mit

f(x,y)=f(z,90)—f (w0, y)+f (0, y0) = (0201 f)(§,m) - (v — 20)(y — Yo) -

Wir kénnen aber auch erst x festhalten und den Mittelwertsatz in y anwenden,
und als letztes den Mittelwertwsatz in x. Im Ergebnis gibt es einen neuen Punkt
(€, 77) € Ws mit

f(x,y)—f(x,90)—f (w0, y)+f (20, yo) = <8182f)(év ) - (x — 20)(y — o) -

Somit gilt (0201 f)(§,m) = (810f)(€, 7). Lassen wir 6 gegen 0 streben, so konver-
gieren (£,717) und (£,7) gegen (z,y), und aus der vorausgesetzten Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen folgt (020: f)(z,y) = (0102f)(z, y). O

Entsprechend konnen bei k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen
die partiellen Ableitungen in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden:

O - 03 f = On(in) - - On(ip) f

fiir eine beliebige Permutation 7 der Indizes i1, ...,%;, denn jede Permutation
148t sich durch Vertauschen benachbarter Elemente darstellen. Es ist deshalb
auch iiblich, die mehrfachen partiellen Ableitungen zu schreiben als

o f

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung;:
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Definition 27.7 Sei U C R" offen, x € U und v € R"™ ein Vektor. Dann heiBt der

Differentialquotient
(D, f)() = lim LE 1) = f(@)

t—0 t
140

die Richtungsableitung der Funktion f : U — R im Punkt z in Richtung v.

Insbesondere sind die partiellen Ableitungen die Richtungsableitungen in Rich-
tung der Standardbasisvektoren, (D, f)(z) = (0;f)(z). Damit folgt aus der Exi-
stenz aller Richtungsableitungen die partielle Differenzierbarkeit. Die Umkehrung
gilt nicht. Nach Zerlegung v = >_" | v;e; und Aufteilen der Diagonalen von x nach
x + tv in eine Summe iiber die Kanten des entsprechenden Quaders kann man

(Dyf)(x) = >, vi(0,f)(x) zeigen.

28 Vektorfelder, Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace

Definition 28.1 Sei U C R" offen und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion. Dann heiBt der Vektor

(srad f)(x) = (

der Gradient von f im Punkt x € U.

oF | Oy g

oxy 7 Oz,

Wir kénnen die Beziehung zwischen Richtungsableitung und partiellen Ablei-
tungen am Ende des vorigen Abschnitts dann formulieren als

(Do f) (@) = (v, (grad f)(z))

fiir jeden Punkt x € U und jeden Vektor v € R™. Wahlen wir v als Einheitsvektor,
|v]| = 1, dann ist nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz |D, f| < ||grad f||,
mit Gleichheit genau dann, wenn v und grad f linear abhéngig sind. Damit ist
der Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion gerichtet, und die
Norm ||(gradf)(z)| ist ein MaB fiir die Stérke des Anstiegs.

Beispiel 28.2 Fiir f(z) = r gilt gradr = %, der steilste Anstieg ist also radial
nach aufen gerichtet und vom Betrag her iiberall (aufler im Nullpunkt) konstant.

Fiir f(z) = % ist grad2 = —%. Der steilste Anstieg ist radial nach innen
gerichtet und wachst zum Nullpunkt quadratisch. N

Der Gradient ist linear und erfiillt die Leibniz-Regel: Sind f,g : U — R
differenzierbar, so gilt

(grad(f + g))(z) = (grad f)(z) + (grad g)(z) ,
(grad(f - g))(x) = (grad f)(z) - g(x) + f(2) - (grad g)(z) .

Der Gradient (grad f)(z) ordnet jedem Punkt z € U einen Vektor zu. So
etwas nennt man ein Vektorfeld:
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Definition 28.3 Unter einem Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R" ver-
steht man eine Abbildung v : U — R". Das Vektorfeld heiBt stetig/partiell differen-
zierbar/. .., wenn alle Komponenten von v stetig/partiell differenzierbar/. . .sind.

Die Vorstellung ist, dafl an jedem Punkt x = (xy,...,xz,) € U ein Vektor v(x) =
(vi(x),...,v,(x)) angeheftet ist. Eine niitzliche Konstruktion besteht darin, diese
Vektoren als Tangentialvektoren an Kurven ¢ : I — R” durch z = ¢(ty) zu
betrachten. Ist ¢(t) = (¢y(t),...,c,(t)), dann ist also

ci(t) =vie®), clto) =z firi=1,...,nund t,to € I .

Die Kurve selbst ist dann durch Losen (Integration) dieser 2n Gleichungen zu
erhalten und heiflt Integralkurve des Vektorfeldes durch z. In der Physik werden
die Bilder der Integralkurven auch Feldlinien bzw. Stromlinien des Vektorfelds
genannt. Unter recht schwachen Voraussetzungen an das Vektorfeld (Lipschitz-
stetig) kann man in einer geniigend kleinen Umgebung von z die Integralkurven
immer finden, aber nicht unbedingt auf ganz U, weil das an Singularititen des
Vektorfeldes scheitern kann. Eine Art von Singularitéit ist die Divergenz:

Definition 28.4 Sei v = (v1,...,v,) : U — R™ ein partiell differenzierbares Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™. Dann heit die Funktion

. L 8’01 8’Un
div(v) := pr + -t oz,

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Die Divergenz ist linear, div(v + w) = div(v) + div(w), und erfiillt folgendes
Analogon zur Leibniz-Regel: Sei v ein differenzierbares Vektorfeld und f eine
differenzierbare Funktion auf U C R", dann gilt

div(f - v) = (grad(f),v) + f - div(v) .

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Maf fiir die Gesamtbeschleunigung
der Integralkurven. Das kann einerseits dadurch erreicht werden, daf§ die Feld-
linien von der Parallelitdt abweichen (was wahrscheinlich den Namen motiviert
hat), oder durch Geschwindigkeitszunahme entlang der Feldlinien.

Beispiel 28.5 Fiir v(z) = x € R” gilt divae = n. Hier sind die Feldlinien radial
vom Nullpunkt nach aulen gerichtet und gerade durch den Radius parametrisiert.
Fir v(x) = 7oy &ilt mit x|l =7

1 1 1 —1
divfz<grad—,x>+—-divx:——g(x,x)Jrﬁ:n fir x #0.
T T r r T T

Die Vektoren v(z) = % haben in jedem Punkt x € R™ \ {0} die Lénge 1, aber

Rl
die Feldlinien sind wieder radial nach auflen gerichtet und damit nicht parallel. <
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Gradient und Divergenz sind wichtige Hilfsmittel der Theoretischen Physik. In
der Mechanik 148t sich ein konservatives Kraftfeld als (negativer) Gradient eines
Potentials schreiben, F' = —grad V. In der Elektrodynamik wird die Divergenz
von Vektorfeldern zur Formulierung der Maxwellschen Gleichungen gebraucht.
Dort gibt es noch eine weitere Konstruktion mit partiellen Ableitungen, die Rota-
tion. Die Rotation und das Vektorprodukt beruhen auf einer nur im R? méglichen
Identifikation von sogenannten Differentialformen, die hier kurz skizziert werden
sollen.

Definition 28.6 Der Vektorraum der k-fach antisymmetrischen Tensoren iiber R™
wird erzeugt durch formale Produkte der Standard-Basisvektoren

R fir k=0
Ak(R"):: span(el-l/\~-~/\eik : 1§i1<i2<~-~<ik§n) firl<k<n
0 firk >n

Sei U C R" offen. Eine stetige/partiell differenzierbare/. .. Abbildung w® : U —
AF(R™) heiBt stetige/partiell differenzierbare/... k-Form auf U. Der Raum der k-
Formen auf U wird mit Q*(U) bezeichnet.

Eine k-Form ist also die Zuordnung eines k-fach antisymmetrischen Tensors zu
jedem Punkt von U. Insbesondere sind 0-Formen auf U sind nichts anderes als
Funktionen auf U, und 1-Formen entsprechen Vektorfeldern w = )" | w;e;.

Definition 28.7 Die durch die Vereinbarung e;A\e; = —ejAe; firalled, 5 =1,...,n
und lineare Fortsetzung entstehende assoziative Multiplikation

A AFR™) x AYR™) — AFHR™)

heiBt das duBere Tensorprodukt (auch wedge-Produkt wegen der englischen Bezeich-
nung “wedge” (Keil) fiir A). Entsprechend heiBt

A QFU) x Q(U) — QYD)
(wie oben erklart, jedoch mit C(U)-linearer Fortsetzung) das duBere Formenprodukt.
Es gilt stets e; Ae; = 0. Sei z.B. n > 3 und w® = fe, und wW® = gey A e fiir
Funktionen f,g: U — R, dann ist
WD Aw® = (fg) - (ea Aey Aeg) = —(fg) - (ex Aeg Aes) .
Allgemein gilt fiir w® € QF(U) und @® € QY(U) die graduierte Kommutativitit

w® A® = (=1)Hp® A w®k |
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Offenbar gilt dim(A*(R™)) = (}) = (.",). Nach Wahl einer Zuodnung der

Basisvektoren kann man AF(R") mit A" *(R") identifizieren, * : AF(R") —
A" F(R™) mit *x = +1. Speziell wihlt man fiir k = 0 und k = 1:

*f:fel/\GQ/\---/\en,
k(V1, ..., U) =Vieg Ao ANey —ep Avges A Aep + ...
+ (=)™ ey Ao Aep1vy

Definition 28.8 Seien v, w Vektorfelder im R3. Dann heiBt das Vektorfeld v x w :=
(v A w) das Vektorprodukt von v, w.

Definition 28.9 Die durch
dw = Z e; N\ 0i(w)
i=1

fiir eine partiell differenzierbare k-Form w € QF(U) definierte Abbildung d : Q*(U) —
QOFL(U) heiBt duBere Ableitung oder duBeres Differential. Die Abbildung § := *dx :
QF(U) — QF1(U) heiBt Kodifferential.

Nun konnen Gradient einer Funktion und Divergenz eines Vektorfeldes in dieser
Sprache definiert werden:

grad f :=df , div v := dv = *d(xv) .

Gegenatz zu grad, div sind d, § auf beliebigen k-Formen erklirt. Im R3 kann man
das Differential einer 1-Form mittels * in ein Vektorfeld iiberfithren, und dieses
heiflt die Rotation:

rotv := x(dv) .

Satz 28.10 i) Sind w® € QF(U) und & € QNU) partiell differenzierbare
Formen, dann gilt die graduierte Leibniz-Regel

d(w® AoDY = (dw®) Ao® + (=1)Fw® A (do®)
i) Ist w® € QF(U) zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt
d(dw®) = 0.

Beweis. 1) folgt aus der Leibniz-Regel fiir die partielle Ableitung und der gradu-
ierte Kommutativitat des A-Produkts. ii) folgt aus dem Satz von Schwarz iiber
die Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen zusammen mit der An-
tisymmetrie e; A e; = —e; A e;. [
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Folgerung 28.11 Sei U C R3 offen, f : U — R eine zweifach stetig partiell
differenzierbare Funktion und v : U — R3 ein zweifach stetig partiell differenzier-
bares Vektorfeld. Dann gilt

rot(grad f) = x(d(df)) =0, div(rot v) = *(d(*(*(dv)))) =0 .

Ein wichtige Rolle innerhalb der Mathematik spielen Fragestellungen der fol-
genden Art (iibersetzt in physikalische Begriffe):

i) Gegeben sei ein rotationsfreies Vektorfeld v : U — R* mit U C R? und
rot(v) = 0. Unter welchen Voraussetzungen an U existiert eine Funktion
f:U =R, sodal v=grad(f) gilt?

ii) Gegeben sei ein divergenzfreies Vektorfeld v : U — R?® mit U C R? und
div(v) = 0. Unter welchen Voraussetzungen an U existiert ein Vektorfeld
w: U — R, so daB v = rot(w) gilt?

In der Formensprache scheiben sich die Maxwellschen Gleichungen wie folgt:

dB =0 B+ FE=—j
dE+B =0 SE=p

Dabei bezeichnet der Punkt iiber einer Form die Zeitableitung, und die folgenden
Formen treten auf:

o E(t) € QY(U) ist das elektromagnetische Feld

e B(t) € Q*(U) ist das Magnetfeld (die Physik arbeitet mit Bppysik = *B €
Q'(U))

e j(t) € QY(U) ist die Stromdichte
e p(t) € Q°(U) ist die Ladungsdichte

Wegen 06 = + * d * xdx = 0 gilt die Kontinuitétsgleichung 67 + p = 0.

Die links stehenden Gleichungen kann man unter geeigneten Voraussetzungen
an U durch B = dA und E = —d¢ — A lésen mit A € QY(U) und ¢ € QO(U).
Unter der Voraussetzung 6A = —¢ ergibt sich fiir die rechten Gleichungen

A—(d+dOA=j d—ddp=p.

Definition 28.12 Der durch Aw := §(dw) + d(dw) fiir w € QF(U) definierte Ope-
rator A = dd+dd : QF(U) — QF(U) heiBt Laplace-Beltrami-Operator. Im Spezialfall
k = 0heiBt Af = o(df) = div(gradf) der Laplace-Operator fiir eine zweifach partiell
differenzierbare Funktion f : U — R.

Fiir den Laplace-(Beltrami-)Operator gibt es die Darstellung

0w T Pw

Aw=2Y
YT a2 a2’

weQNU), UCR",
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was zumindest fiir Funktionen w = f € Q°(U) leicht zu iiberpriifen ist.
Folgende Differentialgleichungen enthalten den Lapace-Operator:

f—Af= p inhomogene Wellengleichung
f=Af=0 homogene Wellengleichung
Af=—p Poisson-Gleichung
Af=0 Potentialgleichung
cf = Af=0 Wiérmeleitungsgleichung

Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum (j = 0 und p = 0) fiithren also auf
insgesamt vier skalare Wellengleichungen (elektromagnetische Wellen). Zeitun-
abhéngige elektrische Felder werden durch die Poisson-Gleichung beschrieben.
Gibt es zusatzlich keine Ladungsdichte, dann ist die Potentialgleichung zu losen.

Wichtig ist noch zu zeigen, daB man die Bedingung 64 + ¢ = 0, die uns die
Differentialgleichungen fiir A und ¢ entkoppelt hat, wirklich 16sen kann. Dabei ist
entscheidend, dafl A und ¢ durch E und B nicht eindeutig festgelegt sind; es gibt
eine sogenannte Eichfreiheit: Setzt man A — A+df und ¢ — —f fiir f € QU),
so bleiben E, B unverdndert. Die Separierungsgleichung geht aber iiber in

SA+d— 6A+6— (f— Af).

Man bestimmt also zunéchst A, ¢ als Losung der inhomogenen Wellengleichungen
und berechnet daraus F und B. Die Eichbedingung 64 + ¢ = 0 wird zunéichst
verletzt sein, wir miissen aber nur wissen, daf§ die Eichung f so gewahlt werden
kann, daB 6 A+ ¢ = 0 zu erfiillen ist. Dann ist die Herleitung der Wellengleichun-
gen fiir die eichtransformierten Potentiale A, ¢ korrekt. Da aber E und B durch
f nicht gedndert werden, bestimmen sich die Feldstiarken E, B aus Losungen A, ¢
der Wellengleichungen auch ohne Beriicksichtigung der Eichbedingung.

Zusammenfassung Teil V

e Produkt- und Kettenregel, Differentiation der Umkehrfunktion, Differen-
tiation von Potenzreihen

e Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Schrankensatz

e Regel von de I’'Hospital

e Konvexitit: Holdersche Ungleichung

e Taylorsche Formel: Approximation mit Fehlerabschatzung

e Kurvendiskussion: lokale Extrema, notwendige und hinreichende Krite-
rien dafiir; Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen

e Uberblick iiber wichtige Potenzreihen
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