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Aufgabe 1. Ein Pferd läuft in x-Richtung bei x = l > 0 mit konstanter Geschwindigkeit
vp los. Ein beliebig dehnbares homogenes Band ist mit dem einen Ende im Nullpunkt
befestigt, mit dem anderen Ende am Pferd. Eine Schnecke beginnt gleichzeitig mit
dem Pferd im Nullpunkt mit konstanter (Relativ-) Geschwindigkeit vs auf dem Band zu
laufen.

(a) Ermitteln Sie den Ort der Schnecke in Abhängigkeit von der Zeit.
(Zur Kontrolle: Für den Ort xs der Schnecke ergibt sich die lineare DGL x′

s(t) =
vs + xs(t)

vp

tvp+l
mit xs(0) = 0.)

(b) Wird die Schnecke das Pferd erreichen? Geben Sie den Zeitpunkt davon in Abhän-
gigkeit von den Geschwindigkeiten der beiden Tiere und der Länge des Bandes an.
(Hinweis: An der Langlebigkeit der Tiere bestehe kein Zweifel.)

Aufgabe 2. Für stetige Funktionen aij : I → R sei folgendes System von Differential-
gleichungen gegeben:

(

x1

x2

)

′

(t) =

(

a11(t) a12(t)
a21(t) a22(t)

)(

x1(t)

x2(t)

)

, t ∈ I ⊂ R (1)

Eine Lösung
(

y1(t)
y2(t)

)

von (1) sei bekannt, und es gelte y1(t) 6= 0 für alle t ∈ I. Um eine

weitere Lösung x von (1) zu finden, wähle man eine skalare nichtkonstante Funktion
φ : I → R und setze

(

x1(t)
x2(t)

)

= φ(t) ·
(

y1(t)
y2(t)

)

+ z(t) mit z =
(

0
z2

)

. Zeigen Sie:

(a) Diese Funktion x =
(

x1

x2

)

ist genau dann Lösung von (1), wenn

a12z2 − φ′y1 = 0 und z′2 =
(

a22 − a12
y2

y1

)

z2 . (2)

(b) Ist (z2, φ) eine Lösung von (2), so ist φ ·
(

y1
y2

)

+
(

0
z2

)

eine Lösung von (1), und
(

y1 φy1
y2 φy2 + z2

)

ist ein Lösungs-Fundamentalsystem.

Aufgabe 3. Sei A(t) :=

(

1 1− t

0 0

)

und b(t) :=

(

t

et

)

.

(a) Bestimmen Sie ein Lösungs-Fundamentalsystem der DGL x′(t) = A(t)x(t).

(b) Lösen Sie das Anfangswertproblem x′(t) = A(t)x(t) + b(t) mit x(0) =

(

1
1

)

.
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Aufgabe 4. Lösen Sie das Anfangswertproblem

y′′(t)− t · y(t) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0

mit dem Iterationsverfahren von Picard-Lindelöf. Gehen Sie wie folgt vor:

(a) Geben Sie die Folge {
(

yn
y′
n

)

}n∈N an, die in einem Intervall [−ǫ, ǫ] gegen die Lösung
konvergiert.

(b) Ermitteln Sie genügend viele (n ≤ 4 oder n ≤ 5 sollte reichen) Approximationen,
so daß Sie die Lösungsreihe y(t) =

∑

∞

n=0 ant
n erraten können. Auf den Induktions-

beweis kann verzichtet werden.

(c) Verwenden Sie 2 · 5 · · · (3n − 1) = 3n(1 − 1
3
)(2 − 1

3
) · · · (n − 1

3
) = 3n

Γ(n+ 2

3
)

Γ( 2
3
)
, um die

Lösung für t > 0 auszudrücken in der Form y(t) = f(t) Ip(g(t)) mit geeigneten

Funktionen f, g und p ∈ R, wobei Ip(r) := rp

2p

∑

∞

n=0
r2n

4n·n!·Γ(p+n+1)
die modifizierte

Bessel-Funktion ist.
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