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Aufgabe 1. Essei A:={(x,y,2) : (x—R/2)* +y*> < (R/2)?, 2*+1y°+2*> < R’} C R?
der Durchschnitt der Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius R mit dem Zylinder mit
Radius R/2, dessen Symmetrieachse parallel zur z-Achse durch (£,0,0) geht.

(a) Berechnen Sie das Volumen von A.

(b) Berechnen Sie fiir die Dichte p = 1 die z-Koordinate s, des Schwerpunkts von A.

Hinweise: Das geht einfacher in Zylinderkoordinaten
(r,¢,2) mit * = rcos¢,y = rsin¢. Uberlegen Sie S
sich die Parametrisierung der Schnittfliche z = 0
(siehe Skizze) und integrieren Sie in der Reihenfolge 4
[d¢ [dr [dz iiber zu bestimmende Intervalle fiir 0
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Aufgabe 2. Wir betrachten den homogenen Torus

T:{(az,y,z)ER3: (Va2 + 2—R)2+22§92}, R>op.

(a) Berechnen Sie das Volumen des Torus.

(b) Sei U C R?, F: U — R3 stetig differenzierbar und K C U kompakt. Spiter in der
Vorlesung wird bewiesen, dafl der Flicheninhalt A(F(K)) der Fliche F(K) C R?
gegeben ist durch

A(F(K)) = /Kdﬂf\/det(((DF)(x))t(DF)(ﬂf))- (1)

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Formel und der Parametrisierung

(R — pcost)sin ¢

0sin

(R — ocos) cos ¢
¢) ~

F:[0,2n] x [0,27] — R?, <¢

den Oberflacheninhalt des Torus.



Aufgabe 3. Sei a < b und f: [a,b] — R, stetig differenzierbar. Wir fassen c(z) =

(f(2), 2) als Kurve in der z-z-Ebene auf, die bei Rotation um die z-Achse die Rotations-
flache

M = {(z,y,2) € R*: 2 € [a,b],2* + y* = f(2)*}
iberstreicht.
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Formel (1) aus Aufgabe 2 und der Abbildung
F:la,b] x [0,27] = R?,  (z,¢) = (f(2)cos é, f(2)sin¢, 2),

daB der Flacheninhalt A(M) der Rotationsfliche M gegeben ist durch
b
A(M) = 27r/ dz F()VI+ P

(b) Berechnen Sie fiir die Rotationsfliche zu f : [-R,R] 2 z — f(z) = vV R?> — 22 den
Oberflacheninhalt der Kugel vom Radius R.

(c) Eine differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] 2 t — (x1(¢),...,2,(t)) € R™ hat den Linien-
schwerpunkt (sy,...,s,) mit s; = ﬁ ff dt z;(t)||¢'(t)]], wenn L(c) die Bogenlinge
von c ist. Zeigen Sie: Ist (s,,s,) der Linienschwerpunkt der Kurve c: [a,b] > z —

(f(2),2) € R? aus (a), dann gilt fiir den Flicheninhalt der Rotationsfliiche die erste
Guldinsche Regel A(M) = 21L(c)s,.



