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10. Ubungsblatt — Losungsvorschlag

2. Sei char(k) # 2 und X := Vpa(2? + y? — 2?) C P? der regulidre Kegelschnitt.
Finden Sie einen Isomorphismus P & X. Tipp: Pythagoriische Zahlentripel.

LOSUNG: Die Klassifikation der Pythagoriischen Zahlentripel a? 4 b? = ¢?
lautet iiber Z bekanntlich a = m? —n?, b = 2mn, ¢ = m? + n? mit m,n € Z.
Das motiviert die folgende Definition:

[P =P (z:y)— (2% =y 22y : 2® + o)

Das ist nach Lemma 3.3.9 im Skript tatsdchlich ein wohldefinierter Morphis-
mus (ist ndmlich 2xy = 0, so folgt bereits x = 0 oder y = 0). Er landet in X,
denn aus der binomischen Formel ergibt sich

(2% — y*)* + (2zy)* = (" + ).

Definiere umgekehrt einen Morphismus g : X — P! auf folgende Weise: Die
offenen Mengen D(z +z) = X N\ V(2 4+ ) und D(z —2) = X \V(z — x)
iiberdecken X. Definiere den Morphismus ¢; : X N D(z + z) — P! durch
g1(x 1y : 2) = (242 : y) mit Lemma 3.3.9, sowie ganz dhnlich den Morphismus
g2 : XND(z—z) = P! durch go(z : y : 2) := (y : z—x). Auf dem Durchschnitt
stimmen diese Morphismen {iiberein, denn
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Yoo ¥o— W] = (z4z:y)=(y:z—2x).

24z  z—x 22—x2 T

Also verkleben g1, g» zu einem Morphismus ¢ : X — P*.
Fir (z:y:2) € D(z+ ) gilt

flglazy:2) = flz+a:y)=((z+2) —y* 2z + )y (2 +2)* +y°)
= (2422 +2* -y 20z 4+ )y 22+ 222 + 22 +y?)
= (22° 4+ 272 : 2z + )y : 202+ 22%) = (v 1y : 2),

wobei im letzten Schritt 2(z + z) gekiirzt wurde. Auf D(z — x) sieht die Rech-
nung dhnlich aus. Also ist f o g = idyx. AuBerdem gilt fiir alle (x : y) € P!

g(f(z:y) =g(z* —y* : 22y : 2 +¢*) = { g‘fy :: 22‘7;32/; = (z:y),

wobei mit 2z bzw. 2y gekiirzt wurde. Dies zeigt gof = idp1. Alsoist f : P! = X
ein Isomorphismus.



3. Die Homogenisierung eines Polynoms f € k[zy, ..., x,] beziiglich xq ist durch

ho._ ,.deg(f) x1 ZTn
fri=ux f(x(l),...,xo)Ek[mo,...,xn]
definiert; entsprechend ist I" := (f" : f € I) die Homogenisierung eines Ideals
I C klzy,...,x,). Zeigen Sie:

(a) Esist I" C k[zo, ..., ,] ein homogenes Ideal.

(b) Die projektive algebraische Menge Vpn(I") C P™ ist der Abschluss der
affinen algebraischen Menge Vyn(l) C A" = P™ \ Vpn(z) C P". Wir
nennen sie daher den projektiven Abschluss.

(c) Zeichnen Sie die Cayley-Fliche Vys(4-a- (2> +y*+2°)+16-2-y-2—1),
zum Beispiel mit SURFERH. Wackeln Sie am Parameter a! Was passiert

fiir @ = 17 Berechnen Sie den projektiven Abschluss und deuten Sie ihn
geometrisch.

LOSUNG: (a) Nach Definition ist 1" ein Ideal. Es muss nur noch gezeigt werden,
dass jedes f" homogen ist. Schreibe f = > a;zy ...zl und d = deg(f).
Dann gilt

i€IN?
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Das ist offensichtlich homogen vom Grad d.
Achtung. Aus I = (f1,..., f,) folgt nicht unbedingt I" = (fI ..., fh). Fiir
r = 1 stimmt es aber zumindest; das folgt aus (f - g)* = - g".
Fir r = 2 gibt es folgendes Gegenbeispiel: I = (z1,21 — 1) = k[z1], wegen
lelund 1 =1"ist I" = (1), aber 2% = x; und (x; — 1)" = x; — 2, so dass
(2, (21 = 1)) = (w0, 71) # (1).
(b) Wir wihlen die Standard-Einbettung

A" = P" (ay,...,a,) — (1:ay ... ay),

deren Bild P\ Vpn () ist. Zu zeigen ist Vyn (1) = Vpa(I"). Die rechte Seite ist
abgeschlossen. Fiir C reicht es daher Vyn(I) C Vpa(I") zu zeigen. Dies ergibt
sich aus f(a1,...,a,) =0= f"(1,a1,...,a,) = f(as,...,a,) = 0. Umgekehrt
sei W C P" eine abgeschlossene Teilmenge, die Van([) enthélt; wir wollen
Vpn (I") € W zeigen. Fiir ein homogenes Polynom f € Ip.(W) C K[z, ..., 2]
gilt fiir die Dehomogenisierung f;, = f(1,21,...,2,) € k[xy,...,z,], dass
fu € Inn(Van(I)) = V/I. Es gibt also ein k¥ € IN mit (f,)* € I. Daraus
ergibt sich f¥ = 2F9 ()" € I". Das zeigt Ips(W) C VI*. Also ist
W = Von (Ipa (W) 2 Ven (VI?) = Vpu (I7).

(¢) Fiir die Parameter a € {0.0,0.2,0.5,0.95,1.0} ergeben sich mit SURFER
die folgenden Bilder der Cayley-Fléche:

!Download der Vollversion: http://www.imaginary-exhibition.com /surfer.php . Online Java-
Applet mit eingeschriinkter Funktion: http://www.imaginary-exhibition.com/jsurfer.php .


http://www.imaginary-exhibition.com/surfer.php
http://www.imaginary-exhibition.com/jsurfer.php

Das Wackeln des Parameters a bewirkt also eine Deformation dieser Flache.
Fiir a # 1 ist sie glatt, aber im Grenzfall a = 1 zieht sie sich zu einem ,, Tetra-
eder mit vier angeklebten Kegeln“ zusammen. An diesen Schnittpunkten ist
sie nicht mehr glatt. Schon auf dem niichsten Ubungsblatt wird das prizisiert.
Einer dhnlichen Situation waren wir schon in Aufgabe 3 von Blatt 3 begegnet.

Wihlen wir die Variable ¢ zum Homogenisieren, so ist der projektive Abschluss
der Fliche gleich Vps(4a(x? +y? + 22)t+ 16xyz —t3). Den affinen Teil bekommt
man als den Durchschnitt mit P\ Vps(t) = {t # 0} zuriick. Der Durchschnitt
mit der projektiven Ebene im Unendlichen Vps(t) = {t = 0} ist Vps(zyz, 1), al-
so die Vereinigung der drei projektiven Geraden Vps(x,t)UVps(y, t)UVps(z,t).
Dort ’schlieflen’ sich die Kegel (projektive Varietédten sind in der metrischen
Topologie kompakt). Das ldsst sich ebenfalls mit SURFER visualisieren; dort
sind zwei Parameter a und b := t zugelassen. In den folgenden Bildern ist
a=0.4und b € {1.0,0.5,0.1,0.0}.




Dieselben Bilder erhélt man, wenn man im affinen Fall (mit b = 1) ist und
immer weiter herauszoomt.

4. Sei V' der k-Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad 2 in zg, z1, 2.

(a) Bestimmen Sie eine Basis von V und folgern Sie P(V) & P°.

(b) Finden Sie eine offene Teilmenge X C P(V'), deren Punkte zu reguléren
Kegelschnitten in P? korrespondieren. Man nennt X den (groben) Mo-
dulraum der reguldren Kegelschnitte.

(c) Wie lassen sich Elemente von P(V') \ X geometrisch interpretieren?
(d) Sei P € P?. Finden Sie einen linearen Teilraum L C P(V), sodass L N X

genau aus den Kegelschnitten in P? besteht, die durch P laufen.

LOsUNG: (a) Allgemein bilden die (") Monome vom Grad d in w,...,z,
eine Basis des Vektorraumes aller homogenen Polynome vom Grad d. Fiir
d = 2 sind es genau (*}?) = 6 Stiick, namlich 22, 23, 23, 2021, ToTa, T172. Also
ist P(V) = P>.

(b) Fiir char(k) # 2 ist ein Kegelschnitt die Nullstellenmenge eines Polynoms
F = All’g + AQI’% + Ag[[‘g + 2B11’0[L‘1 + 2BQIO$2 + 2B3{L‘11‘2,

in P2. Er heifit reguldr, wenn

A1 B1 B2
A = det B1 A2 Bg 7& 0.
BQ B3 A3

Skaliert man die Koeffizienten mit einem Element in k*, so ergibt sich dieselbe
Nullstellenmenge. Daher ist die Abbildung

P° \ Vp2(A) — {Regulire Kegelschnitte},

(AliAQiAgiBliBgiBg) f-)VIP2(F),

wobei I’ wie oben definiert ist, wohldefiniert und bijektiv.



(c¢) Fiir A = 0 ist der Kegelschnitt degeneriert: Zum Beispiel korrespondert
(2:2:0:-2:—1:1) € Vp2(A) zum Kegelschnitt 22 +2% —2x¢x; — 200 +71 72
Dehomogenisieren nach s liefert (xg — x1)(xg — 21 — 1). Die Nullstellenmenge
besteht aus zwei (in {zy # 0} parallelen) Geraden, die sich in (1 : 1 : 0)
schneiden. Diese beiden Geraden koénnen sogar zusammenfallen: Der Punkt
(1:1:0:=1:0:0) € Vp2(A) gehort zum Kegelschnitt 22 + 23 — 2z9z; =
(l‘g - Z)’Jl)Z.

(d) Sei P = (a :b:c) e P? fest. Die Kegelschnitte F' = ..., die durch P
laufen, entsprechen den Elementen (A; : Ay : A3 : By : By : B3) € P mit

A16L2 + A2b2 + A362 + ZBlab + QBQCLC + 2B3bC =0

Dies ist eine lineare Bedingung in den Koordinaten A;, B;. Genauer gesagt
sei W C kS die Teilmenge der (Ay, As, A3, By, Bo, B3), sodass die obige Glei-
chung erfiillt ist. Dann ist offenbar W C kS ein k-Untervektoraum und damit
L :=P(W) C P ein linearer Teilraum, der nach Konstruktion genau aus den
Kegelschnitten besteht, die durch P laufen.

Bemerkung: Eine elementare und knappe Einfiihrung in Modulrdume (inklu-
sive dem Beispiel hier) gibt es unter:

http://www.math.colostate.edu/~renzo/UCRI1.pdf


http://www.math.colostate.edu/~renzo/UCR1.pdf

