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11. Ubungsblatt — Losungsvorschlag

2. Sei d > 1. Dann definiert (z : y) ~— (2% : 2%y ... 2y?1 : y?) einen Morphis-
mus f : P! — P

(a) Zeigen Sie, dass X := f(P') C P4 abgeschlossen ist und f einen Isomorphis-
mus P! 2 X induziert.

(b) Nach (a) gilt X = V(fi,...,fs) mit homogenen Polynomen fi,..., f; in
k[xo, ..., 2zq]. Bestimmen Sie diese explizit fiir d = 2 und d = 3.

(c) » Wie sieht I(X) aus?

LOsuNG: (a) Nach den Korollaren 3.4.3 und 3.4.5 aus der Vorlesung ist X ab-
geschlossen in P?. Es induziert also f einen surjektiven Morphismus P! — X,
den wir ebenfalls mit f bezeichnen. Definiere umgekehrt ¢ : X — P! durch
glag : ... a,) = (ag : ay) falls ap # 0 und g(ag : ... : an) = (a1 : aq) falls
ag # 0. Dies ist ein wohldefinierter Morphismus; er entsteht namlich durch Ver-
klebung von zwei Morphismen auf den offenen Mengen X \ V' (zq), X \V(zg4), die
X iiberdecken, und diese Morphismen stimmen auf dem Durchschnitt iiberein. Es
gilt go f = idp1, denn fiir z # 0 ist g(f(z : y)) = (z¢ : 297 ly) = (z : y) und
fir y # 0 ist g(f(z : y)) = (zy® ! : y?) = (2 : y). Weil f surjektiv ist, folgt
automatisch f og =idy.

(b) Fiir d = 2 haben wir den Morphismus f : P! — P? (x : y) — (22 : xy : ).
Zwischen den Eintrigen des Bildes besteht die Relation 22 - y? = (xy)?. Es gilt
also X C V(zory — 2?). Es gilt sogar Gleichheit: Ist ndmlich (a : b : ¢) € P?
mit ac = b?, so wihle ein x € k mit a = 2 sowie ein y € k mit ¢ = y%. Dann
ist (zy)? = b2, also b = +xy. Indem man ggf. x durch —z ersetzt, bleibt a = z?
erhalten, wir erreichen aber b = xy. Wegen a # 0 oder ¢ # 0 (oder b # 0, aber
das impliziert bereits a # 0 und ¢ # 0 wegen ac = b?) gilt x # 0 oder y # 0, d.h.
(z :y) € P! ist wohldefiniert. Nach Konstruktion gilt nun (a : b : ¢) = f(z : y).
Damit ist X = V(xgze — z?).

Bemerkung: Es ist V(zgze — 2%) C P? der reguliire Kegelschnitt. Also ist (a) eine
andere Sichtweise fiir den Isomorphismus von Aufgabe 2 von Blatt 10. Auflerdem

handelt es sich bei f um einen Spezialfall der sogenannten Veronese-Einbettung.
Siehe dazu Example 3.4.11 in Gathmanns Skript.

Fiir d = 3 betrachten wir f : P! — P23 (2 : y) — (23 : 2%y : 2y? : y3). Es gelten
zunéchst einmal die Relationen

(@%y) - (zy) = 2°-¢°, (2%y)? =2° - ay? , (2y?)? = 2%y -y’



Wir sehen X C V(zoxs — 1122, 23 — ToTs, T3 — T123). Sei umgekehrt (a: b : c: d)
in der rechten Menge, das heiit ad = be, b*> = ac, ¢> = bd. Daraus folgt b> =
abc = a®d, genauso ¢® = ad?. Wihle z € k mit a = 23 und y € k mit d = ¢3. Es
folgt b® = a*d = (2%y)3, also b = ( - 2y fiir eine dritte Einheitswurzel ¢ € k. Wir
ersetzen y durch Cy, behalten dabei die Gleichung d = 12, erlangen aber b = 22y.
Es gilt weiterhin ¢® = ad® = (xy?)3, also ¢ = (zy? fiir eine dritte Einheitswurzel
(. Fiir x = 0 oder y = 0 ist auch ¢ = 0, man kann ¢ = 1 wéhlen. Ansonsten ist
23y = ad = be = ((2%y)(Czy?) = C23y® und damit ¢ = 1. In jedem Falle ist also
¢ = zy* und wir sehen, dass (z : y) ein Urbild von (a: b : c: d) ist.

(c) Nach dem projektiven Hilbertschen Nullstellensatz miissen wir nur die Ra-
dikale der in (b) berechneten Ideale I bestimmen. Sie stellen sich aber bereits
als Primideale heraus. Fiir d = 2 sieht man das direkt: Das Polynom zozy — 23
ist irreduzibel nach Eisenstein mit k[zg, 5] als Grundring und dem Primelement
Tg € klxg, x2]. Also ist (xoze — 23) C k[zg, 71, T2] ein Primideal. Fiir d = 3 wollen
wir zeigen, dass I := (xoT3 — 2172, T3 — ToXa, T3 — x123) ein Primideal ist, d.h.
dass R := k[xg,x1, 22, x3]/I ein Integritdtsring ist. Es reicht zu zeigen, dass der
von f induzierte Homomorphismus

iR — ks, t], w0 8%, 21 > s°t, 29 > 512, 23 >

injektiv ist. Dazu kann man wie in der Losung zu Blatt 3 vorgehen. Wir behaup-
ten, dass R als Vektorraum iiber k£ von den Monomen

NN N N N N
erzeugt wird (es ist hier wieder 0 € IN). Nehmen wir uns ein Monom her, etwa
ahaxlztas mit p,q,r, s > 0. Wegen x129 = xoxs mod I diirfen wir annehmen, dass
nicht z; und x, gleichzeitig vorkommen. Wir miissen also nur die Félle z5x5x5 und
zhrixs betrachten. Per Symmetrie reicht es sogar, sich den ersten Fall anzuschau-
en. Fiir r € {0, 1} sind wir dann fertig. Fiir » > 2 machen wir eine Induktion.
: pr.s _ P2, 7—2_ s — D r—2, .s+1 - _ : : : :

Es gilt zgzhes = xorsry “25 = vpxrixy “xy . Flirr n 2 ?md Wlf_lbel"e?)lts a2m Ziel,
und ansonsten formt man weiter um zu zhzizoxl xiTt = b 2h x5t Nach
Induktionsannahme liegt dies aber bereits im Erzeugnis.

Nehmen wir uns jetzt ein Element im Kern von f, etwa
u = p1(wo, ¥3) + pa(o, 3)71 + p3(wo, ¥3)T2
mit Polynomen pq, ps, ps iiber k. Das ergibt in k[s, ¢] die Gleichung
0 = p1(s°, %) + po(s®, %)%t + ps(s°, %) st? (1)

Betrachten wir nun die in Gleichung (1) vorkommenden Monome und schauen
uns die Exponenten von s bzw. ¢ modulo 3 an. Im ersten Summanden sind die
Exponenten stets 0 bzw. 0, im zweiten 2 bzw. 1, im dritten 1 bzw. 2. Die Monome
in (1) sind also allesamt verschieden. Es folgt p;(s® ¢3) = 0 fiir « = 1,2,3 und
damit auch p; = 0. Also ist u = 0.



3. Bestimmen Sie jeweils die Singularitéiten der algebraischen Fliche V(F) C A%

(a) F:x2+y3-

(b) F —y =2
(c) F x+y +yt+ 23
()*F 4-a-(x®+y? +z)+16-x-y-z—1mita€k*

Hierbei sei char(k) = 0. Zur Visualisierung kénnen Sie SURFER benutzen.

Losunc: Die Jakobi-Matrix ist jeweils (25, %—Z, 9F). Der Rang ist 3 — 2 = 1 fiir

einen nicht-singuldren Punkt, und 0 fiir einen singuldren Punkt.

(a) Die Jakobi-Matrix ist (2x, 3y?z, y*). Sie verschwindet nur fiir z = y = 0; das 2
ist beliebig. Jeder Punkt der Form (0,0, z) liegt auch auf der Flache. Die Menge
der Singularitéten ist hier also eine Gerade:

(b) Die Jakobi-Matrix ist (2zy, x? — 5y*, —22). Sie verschwindet nur dann, wenn
x =y =z =0. Der Punkt (0,0,0) ist also die einzige Singularitét:




(c) Die Jakobi-Matrix ist (2x — 322, 2y + 4>, 322 — 423). Sie verschwindet genau
dann, wenn x = 0V x = % und y = 0Vy = :i:\/L§ sowie z = 0V 2z = %. Man
kann nun nachrechnen, dass von diesen Losungen aber nur (0,0, 0) die Gleichung

22 — 3 +y? +yt + 23 — 2% = 0 erfiillt. Also ist das wieder die einzige Singularitiit:

Bemerkung: Alle diese Flidchen lassen sich zu glatten Flachen mittels eines Pa-
rameters a deformieren. (a) z* + 3z —a, (b) 22 -y —9° — 2% +a, (c) 2* — 23 +
y? +y* + 23 — 2 + a. Mit SURFER lésst sich diese Deformation jeweils sehr schén
veranschaulichen.

(d) Das ist die Cayley-Fliche, der wir schon in Blatt 10 begegnet sind. Die Jakobi-
Matrix ist 8(ax + 2yz, ay + 2xz,az 4+ 2zy). Sie verschwindet genau dann, wenn

Aus der Gleichung 4a(z? +y* + 2?) + 16xyz = 1 geht weiter hervor, dass eine der
Variablen # 0 ist. Per Symmetrie diirfen wir  # 0 annehmen. Es ergibt sich durch
Einsetzen der Gleichung fiir y in die von x, dass x = 4252 und damit z = +3.
Genauso folgt y = £5. Die Vorzeichen konnen sich aber unterscheiden. Aus der
Gleichung fiir = folgt nun ebenfalls x = 47, wobei das Vorzeichen + ist wenn sich
die Vorzeichen von vy, z unterscheiden, und ansonsten — ist. Die Losungen sind

also

(535-9 G5 55D 559

Setzen wir diese in die Gleichung 4a(z?* + y* + 2%) + 16zyz = 1 ein, so ergibt sich
a® = 1. Es muss also a eine der drei dritten Einheitswurzeln sein (wovon nur eine
reell ist, ndmlich a = 1), damit es iiberhaupt Singularitdten gibt. In diesem Fall
gibt es dann genau 4 Stiick, ndmlich § - (—uv,u,v) mit u,v € {£1}. Hier noch
einmal das Bild fiir a = 1:



Ubrigens kann man zeigen, dass jede projektive Fliche vom Grad 3 mit genau 4
Knoten zur Cayley-Fliche isomorph ist.

4. (a) Sei f: X — Y ein Morphismus von Varietdten und P € X. Konstruieren
Sie eine induzierte lineare Abbildung auf den Zariski-Tangentialrdumen

(b) Zeigen Sie auBerdem Tp(idx) = idr,(x) und fiir g : Y — Z die "Kettenregel’
Tp(go f)="Trwp)(g) o Tr(f)-
(c) * Interpretieren Sie (b) als die Aussage, dass T : C' — (k-VR) ein Funktor
ist, wobei C eine geeignet definierte Kategorie ist.
LOSUNG: (a) Der Tangentialraum Tp(X) ist (mp/m%)Y, wobei mp C Ox p das
maximale Ideal im lokalen Ring bei P bezeichnet (Bemerkung 4.1.7). Ist nun
f X — Y ein Morphismus von Varietdten und P € X, so erhalten wir einen
Homomorphismus von lokalen Ringen f* : Oy, y(p)y — Ox p, den wir der Ubersicht-
lichkeit halber mit ﬁf bezeichnen. Dieser bildet mypy nach mp und damit auch
mfc( p) hach m? ab. Nach dem Homomorphiesatz erhalten wir also eine k-lineare
Abbildung
fE o myp) /mip) = mp/mp.

Dualisieren liefert eine k-lineare Abbildung
Tp(f) = (f£)" : Tp(X) = Trp)(Y), v = vo fh.

Explizit ist also fiir jeden Tangentialvektor v € Tp(X) = Homy(mp/m%, k) der
induzierte Tangentialvektor Tp(f)(v) € Tpy(Y) = Homy(my(p) /mfc(P)7 k) durch

Te(f)(v)(s mod m}p) = v(ff(s) mod m3) fiir s € my(py definiert.

(b) Fiir f =id ist f* = id und f} = id. Wir sehen Tp(id)(v) = v oid = v fiir alle
v, also Tp(id) = id.



Sind Morphismen X ERL N/ gegeben, so gilt (g o f)ﬁﬁ = fjf o gﬁp) fiir alle
P e X. Wir erhalten also fiir alle v € Tp(X):

Tr(go f)(v) = vo(go f)f = vo ffogt ) = Tr(f)(v)og? 1 = (Tyir)(9)oTr(f))(v)

Damit ist Typ)(g) o Tp(f) = Tp(g o f) gezeigt.

Bemerkung: Das ist auch als Kettenregel bekannt, weil es in lokalen Koordina-
ten genau das wiedergibt, was man als Kettenregel (fiir Polynome im Falle von
Varietaten) kennt. Nur ist der Nachweis hier nichts weiter als das Einsetzen von
Definitionen. Die ansonsten erforderlichen Rechnungen sind durch die Abstraktion
verschwunden.

(c) Sei C' die Kategorie der punktierten Varietéiten; ein Objekt in C' ist ein Paar
(X, P) bestehend aus einer Varietét X und einem Punkt P € X. Ein Morphismus
(X,P) — (Y,Q) ist ein Morphismus f : X — Y von Varietdten mit f(P) =
Q. Es ist klar, wie die Komposition zu definieren ist, und dass es sich um eine
Kategorie handelt. In (a) haben wir gesehen, wie man C' — (k-VR), (X, P) —
Tp(X) auf Morphismen definieren kann, und in (b) haben wir nachgerechnet, dass
es sich dabei um einen Funktor handelt. Ubrigens: Man kann das alles genauso
fiir lokalgeringte Raume iiber k£ machen. Darunter fallen fiir £ = R insbesondere
glatte Mannigfaltigkeiten. Der Tangentialraum stimmt dann mit dem aus der
Differentialgeometrie bekannten iiberein.



