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Kapitel 1

Einleitung

Die Klassifizierung von Geradenbiindeln in der Algebraischen Geometrie geschieht seit A.
Grothendieck durch das Studium des Picard-Funktors. Nach Resultaten von Grothendieck
[ , n° 232 Section 6] ist der Picard-Funktor fiir ein projektives Schema iiber einem Koérper
K darstellbar durch ein K-Schema. Dies wurde von J.P. Murre [Mu] und F. Oort [O0] auf
eigentliche Schemata verallgemeinert.

Im Gegensatz zur algebraischen Situation ist fiir rigid analytische Rdume wenig bekannt. Fiir
eine rigid analytische Varietdt X, iiber einem vollstdndigen, diskret bewerteten Koérper K ist
die Darstellbarkeit des Picard-Funktors nur in folgenden Féllen bewiesen:

o X, ist algebraisch und eigentlich iiber K .
Dies folgt mit dem GAGA-Prinzip aus den oben erwihnten Darstellungsétzen im alge-
braischen Fall.

e X, ist eine eigentliche, glatte, rigid analytische Gruppe.
Dies wurde von W. Liitkebohmert | | gezeigt.

Der allgemeine Fall fiir eigentliche, glatte, rigid analytische K-Varietdten erscheint schwierig
und es ist zur Zeit vollkommen unklar, wie er zu 16sen ist.

Wir wollen in dieser Arbeit die Darstellbarkeit der Eins-Komponente des Picard-Funktors auf
der Kategorie der glatten, rigid analytischen Varietdten unter der zusétzlichen Voraussetzung
zeigen, dal X, ein strikt semistabiles, formelles Modell besitzt. Es besteht die Vermutung, dafl
jede glatte, quasikompakte, rigid analytische Varietdt nach einer endlichen Korpererweiterung
ein strikt semistabiles Modell besitzt. Falls diese Vermutung richtig ist, so folgt die Darstell-
barkeit fiir alle eigentlichen, glatten, rigid analytischen K-Varietéiten. Doch auch zum Beweis
der Vermutung gibt es derzeit keine konkreten Ansétze. Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist

Satz 4.5 (Seite 37)
Sei X, eine eigentliche, glatte, zusammenhdngende, rigid analytische Varietit iber K , welche
ein strikt semistabiles, formelles Modell X iber R besitzt, sowie z, € X, (K).

Dann ist der Picard-Funktor Picg(K/K nach einer endlichen, separablen Korpererweiterung
darstellbar durch eine glatte, rigid analytische Gruppe P, . Diese ist eine Erweiterung

I — Ghx — Py — Q — 1

einer eigentlichen, glatten, rigid analytischen Gruppe Q. durch einen affinen Torus G - .
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Wir beweisen den Satz in dieser Arbeit unter der Voraussetzung char K = 0. Diese wird
jedoch nur an einer Stelle benétigt (siehe unten). Der Beweis geht auf einen Beitrag von W.
Liitkebohmert (] ]) zuriick. Er folgt den dort dargelegten Ideen.

Fiir eigentliche, glatte, algebraische Schemata {iber K ist die Eins-Komponente der Picard-
Varietit eigentlich iiber K . Das gleiche gilt fiir eigentliche, glatte, rigid analytische Gruppen
tiber K. Im allgemeinen, rigid analytischen Fall muf3 dies jedoch nicht so sein. Das heiflt,
es ist moglich, dal der Rang r des Torus echt positiv ist. Rigid analytische Hopf-Varietdten
sind dafiir ein Beispiel. Diese sind Analoga der Hopf-Varietéiten iiber den komplexen Zahlen,
die ebenfalls eine nicht-eigentliche Picard-Varietéit besitzen. Wir erldutern dieses Beispiel in
Abschnitt 5.4 ndher.

Wir wollen die Konstruktion der Picard-Varietdt am Beispiel der Tate-Kurve veranschaulichen.
Die Tate-Kurve ist der Quotient X, = G,n,%K/qZ fiir ein ¢ € K mit lg| < 1. Sie ist
zusammenhéngend, eigentlich und glatt iiber K und besitzt ein strikt semistabiles, formelles
Modell X iiber dem Bewertungsring R von K . Die spezielle Faser X, dieses Modells ist eine
geschlossene Kette projektiver Geraden. Da X, eine elliptische Kurve ist, wird Pic)o(K K
dargestellt durch die Jacobi-Varietét J,. von X, . Diese ist isomorph zu X, und besitzt somit
ebenfalls ein strikt semistabiles Modell .J . Sei J die Eins-Komponente des formal glatten Teils
von J . Dann ist
J = Gur = 1171{1 Gm,R,, ;

wobei der Index n von R, die n-te Stufe R/(7""!) bezeichnet. Die multiplikative Gruppe
Gm,r,, stellt den Funktor Pic)o(n Ry dar. Die rigide Faser 7K von J stellt den Funktor

Pic;)(K /K auf der Kategorie der glatten, zusammenhéngenden, rigid analytischen Varietdten
V. mit glattem, formellem Modell V' dar. Dies liegt daran, da$ jeder Morphismus V,, — J,.
durch J, faktorisiert. Nun ist J,, = Gpx = SpK((,¢("!) und lidt sich somit in die
multiplikative Gruppe einbetten,

Je = Gurg “— Gupgx = T,

K K

Wir interpretieren die Gruppe jK folgendermafBen. Es gilt HY (X, Z) = H (X0, Z) = Z-b.
Daraus erhalten wir ein Geradenbiindel (¢%) auf X, X Gy, k , welches einen Morphismus
Gm,x — J liefert. In J,. gibt es ein Gitter

M = {CeJ, : (¢ ist trivial} = q%.

Es 148t sich zeigen, dafi der Quotient J /M = J, ist. Also ist J  die universelle Uberla-
gerung von J, .

Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Picard-Varietdt auf analoge Weise. Die n-te Stufe
X, = X xp R, des strikt semistabilen, formellen Modells X von X, ist eigentlich und
flach iiber R,, mit geometrisch reduzierter, spezieller Faser. Nach dem Darstellungssatz von M.
Artin | | ist Pic é)(n /R, deshalb darstellbar durch ein Gruppenschema P, . Auf X, xpg, P
existiert das Poincaré-Biindel P/, . Die P}, bilden ein induktives System und wir erhalten ein
formelles R-Gruppenschema P’ := hj)l P! . topologisch von endlichem Typ iiber R, sowie ein

Geradenbiindel P’ :=1lim P, auf X xpP'.

P’ ist nicht notwendigerweise flach iiber R. Deshalb sei P’ das grofite zusammenhéngende,
flache Untergruppenschema von P’. Es ist ein zulissiges, formelles R-Schema. Um P’ zu
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glitten, betrachten wir P, := (ﬁrig)red .In char K =0 ist P, geometrisch reduziert. Dies
ist die einzige Stelle im Beweis, an der wir diese Voraussetzung benutzen. Nach dem Theorem
iiber die reduzierte Faser (] , IV, Theorem 2.1]) erhalten wir ein formelles Modell P mit
geometrisch reduzierter, spezieller Faser Py . Der Riicktransport P des Geradenbiindels P’
vermoge P — P’ & P’ ist das Poincaré-Biindel auf X x g P. Die Gruppe P, stellt den
Funktor Pic%K /K auf der Kategorie der glatten, zusammenhéingenden, rigid analytischen

Varietdten mit glattem, formellem Modell dar.

Die spezielle Faser Py von P ist semiabelsch, das heifit eine Erweiterung
1—>G;17R0—>?0—>Bg—>1

einer abelschen Varietéit By durch einen Torus Gy, p . Dies hat folgenden Grund. Da X
strikt semistabil ist, gilt Pic(Xo) = Pic(Xo Xr, Ga,Rr,) - Also sind alle Geradenbiindel auf
Xo X Ry Gq,R, , die trivial entlang Xy x {0} sind, global trivial.

Der Torus dehnt sich zu einem formellen Torus @:n, r &— P aus. Die rigide Faser @:n, K
1483t sich in den affinen Torus G, , einbetten und wir erhalten

1 H@;,KH P, — B, — 1
1 HGAKH ﬁK — B, — 1

als das push-forward beziiglich dieser Einbettung. Dabeiist B, eine eigentliche, glatte rigid
analytische Gruppe.

Wir zeigen, dafl unter den Voraussetzungen von Satz 4.5 fiir die Kohomologiegruppe gilt
HY(X,,Z) = HY(Xo, Z). Diese ist fiir den Torusanteil verantwortlich. Sei by,...,b. eine
Z-Basis von HY(X,,Z) mit trivialisierender Uberdeckung X? . Dann kommt das Gera-
denbiindel P, | XY x Py dank seiner kubischen Struktur von einem Geradenbiindel BY auf

X¥ xk B, . Die Verklebung dieser Geradenbiindel erfolgt mittels ( fl ®...®¢r) fir Koor-
dinaten ¢, des Torus. Wir kénnen dieses Verklebungsdatum benutzen, um die Riicktransporte

der BY zu einem Geradenbiindel ﬁK auf X, xg ﬁK zu verkleben. In ﬁK betrachten wir das
K-rationale Gitter

M = {meP,: (idx, xm)* P, ist trivial } .
Da MNP, ={1} ist,ist M diskret. Also kénnen wir M ausdividieren und erhalten
P, = P_/M.

Das Geradenbiindel ﬁK besitzt eine M-Linearisierung und steigt somit zu einem Geraden-
biindel P, auf X, xg P, ab. Die glatte, rigid analytische Varietdt P, stellt den Picard-
Funktor Pic%K /K auf der Kategorie der glatten, zusammenhéingenden K-Varietéiten dar.
Um dies zu zeigen, ist es notig, Geradenbiindel von der rigiden Faser auf das formelle Modell
auszudehnen. Dies ist im allgemeinen nicht méglich. In der speziellen Situation des Produktes
zweier strikt semistabiler, formeller Modelle gelingt es uns jedoch lokal, indem wir eine ge-
eignete Desingularisierung des Produktes angeben. Wir konnen auflerdem das Hindernis fiir
die globale Ausdehnung kontrollieren. Es wird durch den multiplikativen Anteil des Gera-
denbiindels gegeben. Dieser ist verantwortlich fiir den Torusanteil G;h K-
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Die Aussage iiber die Struktur von P, zeigen wir folgendermaflen. Wir zerlegen den Torus
Gk gemiB dem Gitter M in ein Produkt G;;;K X K G;’:K von Tori mit rky M = r”

und 7+ + 7" = r. Die Projektion G . — G, liefert dann einen Morphismus

1 — Gl g — ﬁK — B, — 1

1 — G’;LK e QK e Brig e 1’

welcher M — N C @ « abbildet. Die Untergruppe NNV ist ein Gitter von vollem Rang in
@, und wir erhalten P, = P, /M als Erweiterung

1—)G’:n,,K—>PK—)QK—>1

einer eigentlichen, glatten, rigid analytischen Gruppe @, := @K /N durch einen affinen
Torus G;; K-

Wir fithren die hier skizzierte Konstruktion in Kapitel 5 durch. In den vorangehenden Kapiteln
stellen wir die bendtigten Sétze iiber formelle und rigide Rédume (Kapitel 2), strikt semistabile
Modelle (Kapitel 3) und iiber Geradenbiindel (Kapitel 4) zusammen.

Einige offene Fragen schlieflen sich an.

1. L&Bt sich der Beweis auf char K # 0 verallgemeinern?
Dazu miifite es moglich sein, den Glittungsproze8, der ausgehend von P’ die geometrisch
reduzierte K-Varietiit P, liefert zu verallgemeinern. Dies ist die einzige Stelle, an der
die Voraussetzung char K =0 eingeht.

2. Wann ist P, eigentlich iiber K ?
Dies ist beispielsweise so, falls X, eine algebraische Varietdt oder eine rigid analytische
Gruppe ist. Um die Frage allgemein zu klaren, miifite es gelingen, die tieferen Griinde
im ersten Fall zu verstehen.

3. Was laft sich iiber die Néron-Severi-Gruppe von X, iiber K sagen?
Es besteht die Vermutung, dafi sie ein Unterquotient der Néron-Severi-Gruppe der spezi-
ellen Faser des strikt semistabilen, formellen Modells von X, und damit endlich erzeugt
ist. Die in Abschnitt 4.4 bereitgestellten Methoden sollten ermdglichen, dies zu bestéti-
gen.

4. Was 148t sich im allgemeinen fiir eigentliche, glatte, rigid analytische Varietéiten sagen?
Stimmt die Vermutung, dafl jede solche Varietéit nach einer endlichen Korpererweiterung
ein strikt semistabiles, formelles Modell besitzt?

Wir diskutieren diese Frage im Anschlu an Vermutung 3.7 .

An dieser Stelle méchte ich Herrn Professor W. Liitkebohmert fiir die hervorragende Betreuung
danken. Mein Dank gilt ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Forderung'
dieser Arbeit.

'DFG-Projekt Lu 224/4-1




Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Formelle und rigide Geometrie

In diesem Kapitel sollen zunéchst einige Grundlagen iiber rigide Rdume und formelle Schemata
zusammengetragen werden. Als generelle Referenz hierzu verwenden wir | ] und [ ]

Definition 2.1.
Sei R ein vollstandiger, diskreter Bewertungsring mit Uniformisierender 7, Quotientenkorper
K und Restklassenkorper k = R/(r), sowie R, := R/(zx"T1).

a) Die R-Algebra der strikt konvergenten Potenzreihen ist definiert als

R(&,....&) = {Z Aoy &G ‘lim lav, .. | = O}.

;>0 yl—oo
Sie ist die m-adische Komplettierung des Polynomringes in r Unbestimmten iiber R.

b) Eine R-Algebra A heifit topologisch von endlicher Darstellung, falls sie isomorph zu
einem Quotienten R(&1,...,&)/a fiir ein endlich erzeugtes Ideal a C R(&,...,&)
ist. Sie heiflt zuldssig, falls sie topologisch von endlicher Darstellung und flach iiber R
ist.

Bemerkung 2.1.1.
Da R noethersch ist, ist auch R(&1,...,&.) noethersch nach [Bo, Corollary I11.2.10.5].

Die formellen Spektra Spf A zuldssiger R-Algebren A bilden die lokalen Bausteine der for-
mellen Schemata, die wir betrachten wollen. Fiir den generellen Begriff des formellen Schemas
verweisen wir auf | , I, Section 10].

Definition 2.2.
FEin formelles R-Schema heifit zuldssig, falls es lokal isomorph zu affinen, formellen Schemata
Spf A fiir zulédssige R-Algebren A ist.

Fiir ein zuléssiges, formelles R-Schema X = (X,Ox) definieren wir die n-te Stufe von X,
oder die n-te infinitesimale Umgebung in X als das R,-Schema

X, = (X,OXn) mit Ox, = Ox/ﬂ'nJrlOX.

n

Das k-Schema X heifit die spezielle Faser von X .
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Bevor wir den Zusammenhang von formeller und rigider Geometrie beschreiben kénnen, wollen
wir erkldren, was rigid analytische Varietdten sind. Sie spielen die Rolle der generischen Fasern
von zuléssigen, formellen R-Schemata. Ihre Definition geht auf J. Tate [1a] zurtick.

Definition 2.3.
Sei R ein vollsténdiger, diskreter Bewertungsring mit Uniformisierender 7, Quotientenkorper
K und Restklassenkérper k = R/(r), sowie R, := R/(7"*1).

a) Die K-Algebra der strikt konvergenten Potenzreihen

T = K&, &) = R&,....&)@r K

heifit die Tate-Algebra in r Unbestimmten iber K. Ein Quotient T,./a fiir ein Ideal
a C T, heifit eine K-affinoide Algebra.

b) Eine affinoide, rigid analytische Varietit iber K ist das Maximalspektrum Sp A, einer
K-affinoiden Algebra A, .

Bemerkung 2.3.1.
T, ist noethersch nach | , Theorem 5.2.6.1].

Auf SpA, laBt sich eine Grothendieck-Topologie definieren, mit deren Hilfe sich affinoide,
rigid analytische Varietdten zu globalen Objekten verkleben lassen. Diese heiflen rigid analy-
tische Varietiten iber K. Fiir eine ausfiithrliche Darstellung siehe | ].

Einem zuléssigen, formellen R-Schema X ordnen wir nun eine rigid analytische Varietdt X
zu. Lokal besteht X aus affinen Unterschemata der Form Spf A mit einer zuldssigen, formel-
len R-Algebra A. Die K-Algebra A, := A®pr K ist affinoid. Die so erhaltenen affinoiden,
rigid analytischen Varietdten Sp A, konnen wir mittels des Verklebungsdatums von X zu

einer rigid analytischen Varietdt X ;, iiber K verkleben. Dies ergibt einen Funktor
rig: X — X .
Nach einem Satz von M. Raynaud [R4] induziert rig eine Aquivalenz zwischen

a) der Kategorie der quasikompakten, quasiseparierten, zuléssigen, formellen R-Schemata,
lokalisiert nach zuldssigen, formellen Aufblasungen und

b) der Kategorie der quasikompakten, quasiseparierten, rigid analytischen K-Varietéten.

Eine zuldssige, formelle Aufblasung ist dabei die Aufblasung eines zuléssigen, formellen R-
Schemas X in einem Ideal 7 C Ox , welches eine Potenz von 7 enthélt. Solch ein Ideal ist
ein offenes Ideal beziiglich der m-adischen Topologie. Die Aufblasung wird erhalten als der
Morphismus
X' = lim Proj P (7" ®oy Ox,) — X.
n v>0

Fiir jede Aufblasung von X gibt es ein grofites offenes Unterschema U | iiber dem die Aufbla-
sung ein Isomorphismus ist. Das Komplement X —U nennen wir in dieser Arbeit, abweichend
von der iiblichen Terminologie, das Zentrum der Aufblasung. Sein zugrundeliegender topologi-
scher Raum ist in dem abgeschlossenen Unterschema V(Z), das iiblicherweise als das Zentrum
bezeichnet wird, enthalten. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung, sowie einen Beweis des Satzes
von Raynaud siehe [ , ).

Definition 2.4.
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a) Ein kohdrenter Ox -Modul F, auf einer rigid analytischen Varietdt X ist eine Garbe
beziiglich der Grothendieck-Topologie auf X, , so da} F, (U, ) fiir alle zuléssigen,
offenen Teilmengen U, C X, die Struktur eines endlichen Ox, (U )-Moduls besitzt
(siehe [I<1 2]).

b) Ein Geradenbindel auf X, ist ein kohérenter Ox, -Modul, der lokal beziiglich einer
zuldissigen, offenen Uberdeckung von X x trivial, das heifit isomorph zu Ox  ist.

c) Ein Geradenbiindel auf einem zuldssigen, formellen R-Schema X ist eine invertierbare

Garbe auf X.

Aus jedem formellen Geradenbiindel £ auf X erhalten wir durch Tensorieren mit K ein ri-
gid analytisches Geradenbiindel £ ®pr K auf X, . Einen wesentlichen Bestandteil dieser
Arbeit stellt die Umkehrung dieses Sachverhalts dar, das heifit die Ausdehnung von rigiden
Geradenbiindeln £, auf X, zu formellen Geradenbiindeln £ auf X mit £, = L®g K .
Unter bestimmten Bedingungen an X und an £, ist die Ausdehnung moglich (vergleiche die
Abschnitte 4.2, 4.4 und Satz 4.15).

Desweiteren lassen sich fiir formelle und rigide Rdume die tiblichen Begriffe, wie Zusammen-
hang, Irreduzibilitdt, Reduziertheit, Regularitit, Glattheit, usw. definieren. Wir verweisen
dazu auf | I, [ | und | , I, Section 10]. Wir wollen allerdings noch einige Lemmata
erwihnen, die wir benétigen und fiir die wir keine geeignete Referenz gefunden haben.

Lemma 2.5.
Sei Spf A ein affines, zuldssiges, formelles R-Schema mit zugehdriger affinoider, rigid ana-
lytischer Varietit Sp A, wund spezieller Faser Spec Ay .

Ist Spec Ay integer, so ist auch Sp A, integer ist.

Beweis:

Sei Spec Ap integer, Sp A, jedoch nicht. Also gibtes f,ge€ A, —{0} mit fg=0.Da
Ag reduziert ist, ist |A |, = |K| und A={ac A, :la|,, <1} (| , IV, Proposition
1.1]). Das heifit, es gibt o, € Z mit |7*f| = |r%g| = 1. Somit sind 7*f und 7fge A.
Thre Reduktionen sind ungleich 0, das Produkt ihrer Reduktionen ist jedoch gleich 0. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Integritét von Spec Ag. O

Lemma 2.6.
Sei X, eine glatte, zusammenhdngende, rigid analytische Varietit iber K . Dann ist die
Dimension dimOx, o konstant gleich dim X, fir alle Punkte x € X, . Ist ferner

X, = SpA, affinoid, so ist dim(A,)m = dimX, fir alle mazimalen Ideale m von
A, .

Beweis:

Sei = € X, . Nach | , 111, Proposition 2.7] gibt es eine offene Umgebung von x in X, ,
die étale iiber Y, := D" ist. Nach | , 11, Proposition 2.9] ist sie flach tiber Y, . Sei
y das Bild von z in Y, . Nach | , 111, Proposition 2.2] erzeugt das maximale Ideal von
Oy}py dasjenige von OXK@‘ Folglich ist dim OXK 2z = dim way = n ([Ei, Theorem
10.10]). Dies zeigt, dal dim Ox, . lokal konstant auf den abgeschlossenen Punkten von X
und somit gleich dim X, ist. Ist X, affinoid, so folgt die Behauptung mit | , Proposition

7.3.2.8]. 0
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Satz 2.7.
Sei f: X — S ein formal glatter Morphismus formeller R-Schemata. Sei S regquldr. Dann
ist auch X reguldr.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, daf fiir jeden abgeschlossenen Punkt z € Xy der lokale Ring Ox ,
regulér ist.

Da X formal glatt iiber S ist, gibt es eine offene Umgebung U von z in X und eine S-
Einbettung
j:U —— D§ =Y.

Seien y := j(x), sowie m und n die zu x beziehungsweise y gehérenden maximalen Ideale. Lo-
kal bei y wird das U beschreibende Ideal von g¢,41,...,9, erzeugt, wobei die dg,41,...,dgn
linear unabhéngig iiber k(z) = k(y) sind. Fiir die lokalen Ringe gilt also

Oxe <= Ovy/(grs1,---,9n) -
Folglich erhalten wir fiir die Kotangentialrdume in x beziehungsweise y
m/m? «— n/n’ mit ker = k(y)dgr+1® ... D k(y)dgy .
Somit folgt fiir ihre Dimensionen
dimy,(,) m/m? = dimy,) n/n? —(n—r)
Andererseits gilt fiir die Dimensionen der lokalen Ringe
dimOx, > dimOy, —(n—7)

Da § regulér ist, ist auch Y reguldr und folglich dimy,, n/n? = dim Oy, . Damit folgt die
Behauptung. O

Lemma 2.8.

Seien V' ein zuldssiges, formelles Schema iiber R mit reduzierter spezieller Faser Vo und f
und g zwei R-Morphismen von V in ein zuldssiges, formelles R-Schema Y . Fir alle Punkte
v e V(R'), wobei R alle Bewertungsringe endlicher Erweiterungen K' von K durchliuft, sei

fw)=g(v) in Y(R).
Dann ist f=g.

Beweis:
Ohne Einschriankung seien SpfA = V und SpfB = Y affin. Wir miissen zeigen, dafl
f* und ¢g* als Morphismen von B nach A gleich sind. Sei v € V(R'), das heifit es gibt ein
Primideal p in A mit

0 — p — A Y. R — 0.
Nun bedeutet f(v) = g(v), daB fiir alle be B gilt f*(b) —g*(b) €p.

Angenommen, es gibe ein b € B mit a:= f*(b) — ¢*(b) # 0. Da V} reduziert ist, ist die
Norm |al,,, = |7"| nach | , IV, Proposition 1.1]. Es existiert also ein K’-wertiger Punkt
v, in V. mit |a(v,)| = |7"|. Dieser dehnt sich aus zu einem R'-wertigen Punkt v von V
und 7 "a liegt nicht in dem zu v gehdrenden Primideal p. Da auch 7 ¢ p ist, gilt a ¢ p
und somit f(v) # g(v) im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Auch der folgende Hilfssatz wird in der weiteren Arbeit bendtigt.
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Lemma 2.9. R
Sei A ein noetherscher Ring und I ein Ideal in A . Sei A die Komplettierung von A nach I .
Dann gilt:

a) Die Abbildung m — mA st eine Bijektion der Menge der mazximale Ideale von A,
welche I enthalten auf die Menge der maximalen Ideale von A .

b) Sei m D I ein mazximales Ideal von A und n:= mA . Dann sind die Komplettierungen
der lokalen Ringe Am und A, kanonisch isomorph.

Beweis:
Aussage a) ist [Bo, Proposition II1.3.4.8 ii].

Zu b) Der Homomorphismus A — A liefert einen Homomorphismus der lokalen Ringe
Ap — A\n, welcher nach [Bo, Proposition I11.3.4.8 iii] injektiv ist. Weiter ist die mAy-adische
Topologie auf Ay, von der nﬁn—adischen Topologie auf A\n induziert und Ay, ist dicht in gn
unter der mzl\n—adischen Topologie. Also sind die Komplettierungen der noetherschen, lokalen
Ringe A, und Xn kanonisch isomorph. ]
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2.2 Normierte Geradenbiindel

In diesem Abschnitt sei X, eine geometrisch reduzierte, rigid analytische Varietdt mit for-
mellem Modell X , welches geometrisch reduzierte spezielle Faser Xy habe. Sei £ ein formelles
Geradenbiindel auf X und £, := L®pr K das zugehorige rigide Geradenbiindel auf X, .

Fiir jede offene, affine Teilmenge SpfA C X bezeichne A, := A®pr K die zugehdrige
affinoide Algebra und |.[,,, die Supremumsnorm auf A, . Dann ist Sp A, formell offen
in X, . Da Xy geometrisch reduziert ist, gilt

A = {QEAK:‘a‘supsl}
und [A, |, = |K| (vergleiche | , IV, Proposition 1.1 und die vorangehende Diskussion]).
Analog zu der Supremumsnorm auf A, = Ox, (SpAy) wollen wir eine Norm auf £,

definieren. Dazu zunéichst ein

Lemma 2.10.
Seien x € X, und SpfA C SpfB C X offene, affine Teilmengen mit x € SpA, ,
sowie

[ Llspra == Ospra und  g: Llsprp —— OsprB

Trivialisierungen von L. Sei | € L, . Dann ist

D) = [gD)(x)]

Bemerkung 2.10.1.
Unter f(I) ist dabei eigentlich f, (I) zu verstehen, wobei f, die zu f gehorende Triviali-
sierung  fi 1 Lylspa, — Ospa, ist.

Beweis:
g induziert einen Isomorphismus

glsprao f71: Ogpra <= Llspra = Ospra

X

1 — U cA

Alsoist [u(y)| =1 fiiralle y€SpA,.In Ox, . ist f(I)(x) u(x)=g(l)(z) und somit
also

D @) = 1gD)(x)]. -

Dies ermoglicht folgende
Definition 2.11.

a) Fir z € X, und [ € L, seider Betrag von | in x definiert als

)] = [fD(=)],

wobeil f: L|gpra = Ogspra eine beliebige Trivialisierung auf einer formellen, affinen
Umgebung Spf A von z ist (vergleiche Bemerkung 2.10.1).

b) Fiir jede formell offene Teilmenge V C X und jedes [ € L, (V,) seidie Supremums-
norm von | tiber V. definiert als

v, = sup{[l(z)] : 2 €V, }.
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Die Supremumsnorm auf dem Geradenbiindel £, hat folgende Eigenschaften.

Lemma 2.12.
Sei SpfA offen in X und f: Llspra = Ospra eine Trivialisierung von L. Sei ferner
le L, (SpA,). Dann ist
Falls K diskret bewertet, oder X quasikompakt ist, gilt insbesondere:
a) Fir jedes 1€ D(X,, L) st [l|x, €|K].
b) Die Supremumsorm erfillt das Maximumprinzip, das heifit fir jedes 1 € I'(X,, L)
gibt es ein x € X, mit |l(z)| = |l|x, -

Beweis:
Die erste Aussage ist klar nach der Definition.
Ist K diskret bewertet, oder X quasikompakt, so ist || X, = UES A, fiir eine offene Teil-

menge Spf A C X, iiber der £ trivial ist. Behauptung b) folgt dann aus | , Proposition
6.2.1.4]. 0
Lemma 2.13.

Sei 1 e I'(X,, Ly). Dann ist die Menge
Ue = {ze X (@) =lx, }
formell offen in X, .

Beweis:

Sei x € U, und SpfA C X offen mit xz € SpA, . Sei f: Llspra = Ogpra eine
Trivialisierung. Dann ist |f({)(z)| = |f(l)|,,, und es gibt ein ¢ € K, so daB fiir a:=c f(l)
gilt |al,,, = 1. Damit ist auch |a(z)| = 1. Die Menge

sup
W, = {yeSpA, : |aly)|=1}
ist formal offen in Sp A, , also auch in X, . Da z € W, C U, ist, ist U, formal offen in

X, . 0

Lemma 2.14.
Seien £ und M Geradenbiindel auf X . Diese, sowie die Geradenbiindel £ & M und L®"
seien mit den Supremumsnormen versehen.

a) Sei v € X, , sowie €L, und m e M,. Dann ist
(tem)(@)] = [I(z)] [m(z)].
b) Seien 1 eT(X,, L) und meI(X,, My). Dann ist

]l®n!XK = (\Z\XK)H fiir alle n € N und

A

l@mlx, < |lx, -Im|x, .

Falls X irreduzibel ist und die Supremumsnorm das Maximumprinzip erfillt, so gilt
Gleichheit.
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Beweis:
Zu a) Wihle Trivialisierungen f: Llgpra = Ogpra und g: Mlgpra = Ogpr 4 in einer
Umgebung von z . Dann sind

f@g: LOMspra == Ospra  und  f&: L%|gppa == Ogpra

ebenfalls Trivialisierungen und in A, gilt

(feglem) = f(l)-gm) und [0 = f(O)".
Daraus folgt

((feg)lem)(x)] = [f)@) gm)@) = [fD(@)]-[g(m)(@)].
Zu b) Nach a) gilt fiir alle = € X,

[G@m)(x)] = [(z)|-|Im()] < llx, -|mlx,  und
B = = @) = i@t < (lilx,)"

Also folgt fiir die Suprema

l@mlx, < |llx, -|mlx, und  I®"x = (Jlx, )"

Nun sei X irreduzibel und die Supremumsnorm erfiille das Maximumprinzip. Dann ist nach
Lemma 2.13 fiir alle offenen Teilmengen Spf A C X der Durchschnitt

{zeXy: @) =lx,} NSpA, # 0

und folglich |l|spa, = [l|x, . Das gleiche gilt fiir m und [®m . Da X irreduzibel ist, ist auch
jede offene, affine Teilmenge Spf A irreduzibel. Also ist nach | , Proposition 6.2.3.5] die
Supremumsnorm eine Bewertung auf A, und mit Lemma 2.12 folgt

l@mlspa, = |[(f@gle@m),, = [f{) g9(m),
= | Dlap - 90y = lspa, - Imlspa, -
Damit folgt die Behauptung. O
Lemma 2.15.

Sei p: Y — X ein Morphismus formeller Schemata, y €Y und L ein Geradenbiindel
auf X . Dann ist

a) [pl(y)| = |lp(y))l fir alle 1€ Ly, und
b) [p*lly, < lllx, fir alle 1€ (X, L) .
Beweis:

Zu a) Der Riicktransport einer Trivialisierung von £ mittels p ist eine Trivialisierung von p* L.
Da p eine isometrische Einbettung von k(p(y)) in k(y) induziert, folgt die Behauptung
aus der Definition der Norm.

Behauptung b) folgt aus a). O
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Lemma 2.16.
Sei 1, e (X, L,). Dann gilt
lglx, < 1 <= esgibtein 1€T(X,L) mit |, =1lQrK.

Beweis:
Sei Spf A’ eine offene Uberdeckung von X , auf der £ trivialisiert ist

fre Llsprai = Ogprai fi ‘CK‘SpAi{ — Ospai_-
Fir a; = f;(lK|SpA;) S Ai{ gllt
|a¢|‘ <1 <<= aqa € Al

und die (f%)"!(a;) € L(Spf A%) setzen sich zu einem globalen Schnitt [ € I'(X, £)
men, fiir den [, = [ ®r K ist.

14

zusam-
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2.3 Descent

Wir moéchten hier kurz erkliaren, welches Problem die Descent-Theorie 16st und dies von der
algebraischen auf die formelle Situation tibertragen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung siehe
[ , Kapitel 6]. Die Descent-Theorie beschéftigt sich mit folgendem Problem.

Sei p: S’ — S ein Morphismus von Schemata, und p*: F — p*F der Funktor, der je-
dem quasikohérenten Og-Modul F den Riicktransport unter p zuordnet. Die Frage lautet nun,
was das Bild dieses Funktors ist, das heifit unter welchen Bedingungen ein quasikohérenter
Og/-Modul F’ von einem quasikohiirenten Og-Modul kommt. Wir betrachten S” := 5" xg 5’
und p;: S” — S’ die Projektion auf den i-ten Faktor (i =1, 2). Fiir jeden quasikohéren-
ten Og-Modul F' nennen wir einen S”-Isomorphismus

0: piF = piF

ein Uberdeckungs-Datum auf F'. Jeder quasikohirente Og-Modul F liefert ein kanonisches
Uberdeckungs-Datum auf p*F , ndmlich den natiirlichen Isomorphismus

pi(p*F) = (pom)'F = (pop2)'F = py(p*F).

Sei §" :=5"xg5 xgS5 undseien p;;: " — S” die Projektionen auf die Faktoren
mit Indizes 7 und j fiir 7 < j, 4, j = 1, 2, 3. Damit ein quasikohirenter Og,-Modul F’ mit
Uberdeckungs-Datum 6 : piF == p5F" von einem quasikohirenten Og-Modul herkommt,
ist es notwendig, dafl das Diagramm

p33f

Piaps F' = piogpi ' —2— paaps F'

- piapy F

Piof

piapi F'

piapi F'

pisf

kommutativ ist. Falls namlich ' der Riicktransport eines quasikohiirenten Os-Moduls F und
6 das natiirliche Uberdeckungs-Datum ist, so sind alle Isomorphismen in obigem Diagramm die
kanonischen und das Diagramm folglich kommutativ. Die Kommutativitit dieses Diagramms
wird die Kozykelbedingung fiir # genannt und kurz als

ste = P§39 o plaf

geschrieben. Ein Uberdeckungsdatum auf F’, das die Kozykelbedingung erfiillt, heiBt ein
Descent-Datum auf F' beziiglich p. Die Paare (F’, ) von quasikohiirenten Og-Moduln mit
Descent-Datum bilden eine Kategorie. Ein Morphismus

p: (F,0) — (G n)

zweier solcher Objekte besteht aus einem S’-Morphismus ¢ : F' — G’ der kompatibel mit
den Descent-Daten 6 und 7 ist. Dies bedeutet, dafl folgendes Diagramm

0
piF ———— psF

piY \ { D3

n
g’ PG’

kommutativ ist. Es gilt nun der folgende Satz.
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Satz 2.17. (A. Grothendieck)

Sei p: S — S ein treu-flacher, quasikompakter Morphismus von Schemata. Dann ist der
Funktor p*: Fv+—— p*F won der Kategorie der quasikohdrenten Og-Moduln in die Kategorie
der quasikohdrenten Og -Moduln mit Descent-Datum eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis: siehe [ , Theorem 6.1.4].

Analog zu der Descent-Theorie fiir (algebraische) Schemata wollen wir nun eine Descent-
Theorie fiir zuldssige, formelle R-Schemata entwickeln.

Seialso p: S’ — S ein Morphismus zuléssiger, formeller R-Schemata. Ein Descent-Datum
auf einem koh#renten Og/-Modul F’ ist wie oben ein S”-Isomorphismus

0: PiF = i

der die Kozykelbedingung erfiillt. Es gilt folgender Satz.

Satz 2.18.
Sei p: S — S ein treu-flacher, quasikompakter Morphismus zulissiger, formeller R-
Schemata. Dann ist der Funktor p* : F —— p*F wvon der Kategorie der kohdrenten Og-
Moduln in die Kategorie der kohdrenten Og -Moduln mit Descent-Datum eine Aquivalenz von
Kategorien.

Beweis:

1. Sei F’ ein kohidrenter Og-Modul und
0: piF = p3F
ein Descent-Datum auf F’. Nach Basiswechsel mit Spec R,, — Spf R ist
Pt S,’I = S'%xpR, — S, = SxrR,

ein treu-flacher, quasikompakter Morphismus (algebraischer) Schemata, sowie F, := F'QrR,
ein kohérenter Og: -Modul und

On pi}—;z — p;fé

ein Descent-Datum auf F),. Nach Satz 2.17 gibt es somit einen kohérenten Og, -Modul F,, und
einen S/ -Isomorphismus

on: PFan — F ;L
mit O = (pign) o (P3en) ™"

2. Wir betrachten nun den Morphismus j: S, — S,41. Auf S), gibt es einen Isomorphis-
mus der beiden kohérenten Moduln mit Descent-Daten

(Ppd" Frtr, id) = (ppFn, id),
denn beide sind isomorph zu (F},, 6,,). Nach Satz 2.17 gibt es somit einen Isomorphismus
J Fny1 — Fn.
Zusammen mit dem kanonischen Morphismus

fn—‘rl — n+1 ®Rn+1 R, = j*fn—i—l
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erhalten wir ein inverses System von Garben auf dem topologischen Raum Sy . Somit existiert
nach [Ha, Proposition 11.9.6] ein kohirenter Og-Modul F und es ist F, = F/7"T1F . Die
Isomorphismen

p*F/m Tyt F = prF, 2 FLo= FanTF

sind miteinander kompatibel und liefern einen Isomorphismus ¢ : p*F =— F'. Da fiir jede
Stufe gilt 0, = (pfen) o (P3en)~1, gilt auch im Limes

0 = (pig)o (psp)~".

Dies bedeutet, dafl ¢ auch ein Isomorphismus der Descent-Daten ist.
3. Es bleibt noch zu zeigen, daB fiir je zwei kohdrente Og-Moduln F und G die Abbildung
p*: Homg(F,G) — HomS/((p*}', id), (p*g, id))

bijektiv ist. Sie ist injektiv, da p* treu ist. Um zu zeigen, daf} sie surjektiv ist, betrachten wir
einen Morphismus

¢ (pF,id) — (p'G, id)

von Og/-Moduln mit Descent-Daten. Dieser induziert Morphismen v, auf den Stufen. Nach
Satz 2.17 gibt es eindeutig bestimmte Morphismen

©n - Fn — Gy

mit ¢, = p*p,. Wegen der Eindeutigkeit sind diese miteinander vertriglich und liefern
einen Morphismus ¢ : F — G. Da der Morphismus p*p auf den Stufen ebenfalls die
Morphismen ,, induziert und nach [Ha, Proposition 11.9.6]

p*F = lim p*F/a" p*F

gilt, folgt wegen der universellen Eigenschaft des inversen Limes, dal p*p =1 ist. O



Kapitel 3

Semistabile Modelle

Wir fordern in Satz 4.5, dal X, ein strikt semistabiles, formelles Modell besitzt. In diesem
Kapitel wollen wir erldutern, was wir unter dem Begriff verstehen.

Wie zuvor sei R ein vollsténdiger, diskreter Bewertungsring mit Uniformisierender 7, Quoti-
entenkérper K und Restklassenkérper k= R/(7), sowie R, := R/(x"1).

3.1 Definition und erste Eigenschaften

In Anlehnung an A.J. de Jong [dJ, Definition 2.16] definieren wir:

Definition 3.1.
Sei X ein zuldssiges, formelles R-Schema. Seien X§ ,v € N die irreduziblen Komponenten
der speziellen Faser Xy von X . Fir M C N definieren wir

Xt = () X¢
veM
als den schematheoretischen Durchschnitt. X heifit strikt semistabil dber R, falls gilt:
a) Xyg ist rigid glatt iber K,
b) Xy ist geometrisch reduziert,
c) fiir alle v € N ist X ein Divisor auf X und
d) fiir alle M C N st X(])V[ glatt iiber k£ und equidimensional von der Dimension
dim X — #M .
Bemerkung 3.1.1. In der Tat ist Bedingung a) eine Konsequenz der Bedingungen b) bis d)
(vergleiche Satz 3.4).

Bemerkung 3.1.2. Wir werden spéter sehen, dafl jedes strikt semistabile, zuldssige, formelle
R-Schema regulér ist (siche Korollar 3.5).

Im folgenden wollen wir einige Eigenschaften beschreiben, die strikt semistabile, zuléssige,
formelle R-Schemata besitzen.

Lemma 3.2.
Sei X ein strikt semistabiles, zuldssiges, formelles R-Schema und x € Xy ein abgeschlosse-
ner Punkt der speziellen Faser.

Dann st dimOx, = dimX.

18
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Beweis:

Ohne Einschrinkung liege x auf X . Sei t € Ox, eine Erzeugende des zum Divisors X}
gehorenden Ideals. Wegen X} C X gilt 7€ (t) in Ox..Da X flach ist iiber R, ist 7
Nichtnullteiler in Oy, und folglich ¢ ebenso. Deshalb gilt

dimOyx, = dimOx,/(t)+1
nach [AM, Corollary 11.18]. Da X{ nach Bedingung d) von Definition 3.1 glatt {iber k ist, gilt
dimOx /(1) = dimOy1, = dmXy; = dimX —1.
Damit folgt die Behauptung. O

Es gilt die folgende lokale Beschreibung strikt semistabiler, zuléssiger, formeller R-Schemata.

Satz 3.3.
Sei X ein strikt semistabiles, zuldssiges, formelles R-Schema und x € Xg ein Punkt der
speziellen Faser. x liege auf den irreduziblen Komponenten Xé y.o, X4 und nicht auf den

anderen Komponenten von Xy .

Dann gibt es eine offene, affine Umgebung Spf A wvon z, so daff die Komplettierung von A

nach dem zu Xél"”’r} gehorenden Ideal I C A wvon der Form

—

Al = Cl&, .. 8]/ & . & —7)
fiir eine glatte, zuldssige, formelle R-Algebra C' ist.

Beweis:
1. Nach Verkleinerung von X zu einer affinen Umgebung SpfA von x sei & € A ein
Erzeuger des zum Divisors X gehérenden Ideals.

Wir betrachten nun die Komplettierung X := X% von X nach dem abgeschlossenen Unter-

148t sich nach erneuter Verkleinerung von X ein glattes, zuléssiges, formelles R-Schema Z
finden,

2

Z
|
|

Speck —— Spf R

welches eine Ausdehnung von Zj ist ([ , II, Lemma 1.4 a]). Mit X = Spf A sind auch
Zo = SpecCy und Z = SpfC affin. Nach eventuell nochmaliger Verkleinerung von X ist
Cp und damit auch C integer (Lemma 2.5). Dabei ist Zy durch das Ideal I := (&1,...,&, ™)
gegeben. Seien jetzt A, := A/I""! und C, := C/(z"*!). Da C iiber R formal glatt ist
in der (m)-adischen Topologe, sind die C,, glatt iiber R, := R/(7"*!). Auf der Stufe 0 ist
C/(r)=Co=A/I und wir haben somit den Morphismus

ap=id: C/(m) — A/I.

In A/I? gilt fiir das Ideal J := I/I? die Gleichung J? = 0. Da C) iiber R; glatt ist,
dehnt sich ag aus zu einem Morphismus oy
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Ry - Cp — s 4
Ry C — P 4y
und analog zu Morphismen ay, : C, — A, (] , Proposition 2.2.6]). Diese sind mitein-

ander vertraglich und liefern den Morphismus

a:C—>;l\I.

2. In Divisoren-Schreibweise bedeutet Bedingung b) von Definition 3.1
div(r) = Y X§.
veN
In einer geeigneten offenen Umgebung Spf A von z gilt also
div(r) = Xg+...+X§,

das heifit 7m=w& -... & fiir eine Binheit w € A™. Nachdem wir &, durch & ersetzen,
gilt auf X die Gleichung 7w =¢&;-...-&,.

Der Produkt-Morphismus von o mit dem Morphismus (: & — &

(O‘aﬁ)5 Oﬂfl,...’&qﬂ SN ;17

faktorisiert folglich durch den Ring
v:B = Cl&,....&) /(& .. & —m) — AL

3. Wir wollen zeigen, dafl v ein Isomorphismus ist. Dazu zunéchst die
Behauptung: - ist surjektiv.

Nach [AM, Lemma 10.23] geniigt es zu zeigen, dafl der Morphismgg der assoziierten graduierten
Ringe surjektiv ist. Die Topologie der beiden Ringe B und A! ist dabei durch das Ideal
(&1,...,&) gegeben. Esist nun B/(¢1,...,&) = Co = A/I. Ferner wird I"/I"*! von den
Monomen vom Grade n in den &3,...,& erzeugt. Also ist der Morphismus der graduierten
Ringe surjektiv und auch ~ surjektiv.

Da C integer und R [&1,...,&]/(& ... & —7) geometrisch integer ist, ist auch B integer.

Also geniigt es nun zu zeigen, daf die Dimensionen von B und A gleich sind. Es ist

dmB = dimC+(r—1) = 1+dimCo+r—1
= dimCyp+r = dimZy+r = dimX = dimA,

denn dimC = 1+ dimCy nach [AN, Corollary 11.18], da C flach iiber R und folglich 7
Nichtnullteiler in C' ist. Die vorletzte Gleichheit gilt wegen Bedingung d) von Definition 3.1 .

4. Damit 7 ein Isomorphismus ist, bleibt nun noch zu zeigen, daf§i dim A = dim Al ist.

Dazu sei n e Al ein maximales Ideal mit dim Al n= dim;l\l . Nach Lemma 2.9 gibt es ein
maximales Ideal m C A, welches I enthilt, so da n = mA! ist und daf die Komplettie-
rungen der lokalen Ringe Ay, und A, isomorph sind. Folglich ist

dim//l\l = dim;l\fn = dim Ay,
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denn die Dimension der noetherschen, lokalen Ringe ist gleich der Dimension ihrer Komplet-

tierungen nach [AMN, Corollary 11.19]. Diese ist aber gleich. Die Behauptung folgt nun mit
Lemma 3.2. U
Satz 3.4.

Sei X ein zulissiges, formelles R-Schema. Dann sind dquivalent:

a) X ist strikt semistabil.

b) Jeder abgeschlossene Punkt x € Xy der speziellen Faser besitzt eine offene Umgebung,
welche fir ein r € N formal glatt tiber dem formellen Schema

Spr<§1a---7§r>/(§l -...-frfﬂ')
ist und es gilt dimOx , = dim X .

Beweis:
1. Sei zunéchst X strikt semistabil und x € X . Die Aussage iiber die Dimension haben wir
bereits in Lemma 3.2 gezeigt.

Ohne Einschrinkung liege x auf den irreduziblen Komponenten X& ,..., X, und nicht auf
den anderen Komponenten von Xg. Nach Verkleinerung von X zu einer offenen, affinen Um-
gebung SpfB von x sei &, € B ein Erzeuger des zum Divisors X gehtrenden Ideals.
Wie im Beweis von Satz 3.3, Punkt 2. ausgefiihrt, gilt auf X die Gleichung 7w =¢& -... &, .
Folglich gibt es einen Morphismus

f: X = SpfB — Spfd =V,

wobei A:=R(&,...,&)/ /(& ... & —m) ist.

Um zu zeigen, dafl f formal glatt in x ist, miissen wir nach | , I, Lemma 1.2] zeigen, dafl
f in z flach und die Faser

fo: Xo — Vo = Speckl&,....&]/ (G- &)
in x glatt ist.

2. Wir zeigen zunéchst, dal f in z flach ist. Zu dem Punkt v := f(z) in V gehort das
maximale Ideal I :=(&;,...,&) von A. Wir betrachten die Komplettierung

P

Al = R&, . &0/ (6o & — )

von A nach I. Diese ist gleich der Komplettierung des lokalen Ringgs\ A, nach Lemma 2.9.
Die I B-adische Komplettierung B von B ist nach Satz 3.3 flach iiber A/ . Da Lokalisieren und
Komplettieren flache Operationen sind, ist somit auch die maximal-adische Komplettiert/n\lg
(B,)" der Lokalisierung von B nach dem zu z gehdrenden maximalen Ideal flach iiber Al .
Nach Lemma 2.9 ist aber (Egg)A gleich der Komplettierung des lokalen Ringes B, . Nun
besagt [Bo, Proposition I11.5.4.4] angewandt auf den A,-Modul B, , da3 B, flach iiber A, ist.
Also ist f in x flach.

3. Um zu zeigen, daB fj in = glatt ist, geniigt es nach | , Proposition 2.4.8] zu zeigen, daf}
fo in z flach ist und daf die Faser Xy xy, k(v) {iiber k(v) =k in x glatt ist.

Da f in z flach ist, ist auch fy in x flach.
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Die Faser iiber v ist gleich
. {1,...,r}
V(... &) = X, — Speck

und somit glatt nach Bedingung d) von Definition 3.1. Alles zusammen zeigt, dal f formal
glatt in z ist. Da der formal glatte Ort von f offen ist, gibt es eine offene Umgebung von z,
auf der f formal glatt ist. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung b) gezeigt.

4. Wir zeigen nun noch, daf§ b) auch hinreichend fiir a) ist. Sei also die Bedingung b) erfiillt.

Die vier Eigenschaften aus Definition 3.1 sind wegen dimOx, = dim X lokal auf X . Wir
konnen also die Umgebung U aus b) so verkleinern, daf§ = auf jeder irreduziblen Komponente
von U liegt. U ist formal glatt iiber A := R({y,...,&) /(& . .-&—m) von relativer Dimension
d.

Da U, glatt iiber A ®r K und A ®p K glatt tiber K ist, ist auch U, glatt {iber K .
Nach [ , II, Lemma 1.2] ist Uy glatt von relativer Dimension d iiber Ag. Da ferner Ay
geometrisch reduziert ist, ist nach | , Proposition 2.3.9] auch Uy geometrisch reduziert.

Auf Uy gilt & -...-& = 0. Deshalb ist jede irreduzible Komponente von Uy in einem V(§;)
enthalten. Da Uj glatt iiber Ay ist, hat V(&;) dieselbe Dimension wie Up. Die irreduziblen
Komponenten von V(§;) sind also irreduzible Komponenten von Uy und schneiden sich somit
inx.Da Ay/(&) regulér ist, ist nach [ , Proposition 2.3.9] auch V(§;) reguldr. Deshalb
ist V(&) irreduzibel und die irreduziblen Komponenten von Uy sind gerade die  V(§;) . Dies
zeigt, dafl die irreduziblen Komponenten von X, Divisoren auf X sind.

Der Durchschnitt irreduzibler Komponenten ist von der Form V(§ : i € M) und somit
glatt von relativer Dimension d tiber Ag/(§ : i € M). Da Ap/(& : @ € M) Dimension
dim A — #M hat, folgt die Behauptung mit d+dimA = dimOx, = dimX. O

Korollar 3.5.
Jedes strikt semistabile, zuldssige, formelle R-Schema ist requldr.

Beweis:
Nach Satz 3.4 besitzt jeder Punkt eine Umgebung, die formal glatt iiber dem reguléren for-
mellen Schema

Spr<fl,...,fr>/(fl .. -fr —7'[').
ist. Somit ist diese Umgebung reguldr nach Satz 2.7. O

Korollar 3.6.
Sei X ein strikt semistabiles, zulissiges, formelles R-Schema und R C R’ eine endliche
Ringerweiterung.

a) Ist RC R unverzweigt, so ist V ®g R’ strikt semistabil iber R’ .

b) Ist R C R werzweigt, so gibt es eine zulissige, formelle Aufblasung von V ®r R’,
welche strikt semistabil iber R’ ist.

Beweis:
Behauptung a) ist klar, da die Uniformisierende 7 von R auch Uniformisierende von R’ ist.

Behauptung b) folgt mit Lemma 3.10. O
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Wihrend jede glatte, affinoide, rigid analytische Kurve ein strikt semistabiles, formelles Mo-
dell besitzt (verwende [ , Theorem 7.1]), ist dies fiir hoherdimensionale rigid analytische
Varietéten eine offene Frage.

Vermutung 3.7.
Sei X, eine glatte, quasikompakte, rigid analytische Varietdt tiber K .

Dann existiert nach einer endlichen Kérpererweiterung K' von K ein strikt semistabiles, for-
melles Modell von X, Q@ K'.

Heuristik:
Wir argumentieren induktiv iiber die Dimension von X . . Da X, glatt von relativer Dimension
d iiber K ist, konnen wir X, lokal als glatte Kurvenfaserung f, : X, — ]D)‘Ii;1 = Sk
schreiben.

Nach | , Theorem 5.9] besitzt f, étale-lokal auf X, ein formelles Modell f: X — S,
so daf} f flach ist mit geometrisch reduzierten Fasern. Die Singularitdten von f sind schlimm-
stenfalls gewohnliche Mehrfachpunkte.

Wenn es geldnge, hierbei , étale lokal auf X, “ zu streichen, so wiirde die Methode von A.J. de
Jong [dJ] mit dem Modulraum der stabilen Kurven zum Ziel fithren. Sie ergibt, daf die Sin-
gularitdten von f schlimmstenfalls gewohnliche Doppelpunkte sind. Auch bei dieser Methode
miifite sich noch die Einschrinkung ,,étale lokal“ streichen lassen. Es gibt jedoch derzeit keine
Hinweise, wie sich dies erreichen liefle.

Da wir in der Lage sind einen treu-flachen, quasikompakten Abstieg durchzufithren (Satz 5.9)
ist fiir unsere Zwecke in dieser Arbeit eine erheblich schwéchere Vermutung ausreichend. Fiir
sie besteht ein konkreter Ansatz.

Vermutung 3.8.
Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietdt iber K .

Dann existiert nach einer endlichen Kérpererweiterung von K ein étaler, surjektiver, qua-
sikompakter Morphismus X' — X, fir eine rigid analytische Varietit X' , welche ein
strikt semistabiles, formelles Modell besitzt.

Heuristik:
Auch hier argumentieren wir induktiv {iber die Dimension von X, und schreiben X, lokal
als glatte Kurvenfaserung f, : X,, — D! = S, . Nach | , Theorem 5.9] besitzt f,

erneut étale-lokal auf X, ein formelles Modell f: X — S, so daf§ f flach ist mit geome-
trisch reduzierten Fasern. Die Singularitéten von f sind wieder schlimmstenfalls gewhnliche
Mehrfachpunkte.

Nun geniigt es aber, diesen Satz dahingehend zu verbessern, dafl f eine split semistabile
Kurve ist. Dann kénnten wir den Beweis der Vermutung analog zu [d.J, 6.16] erbringen. Wir
fithren dies genauer aus. Nach Induktionsannahme besitzt S, étale lokal ein strikt semistabiles,
formelles Modell S”. Wir fiihren einen Basiswechsel mit S’ durch. Dann hat X lokal in einem
singuldren Punkt x die Gestalt

Oxa = Clér,. . & un]/(Er . & —m uv— € . €)

(vergleiche [dJ, 3.4] und Satz 3.3). Durch Aufblasen der Ideale (u,v,&;) in X verringern
wir die Exponenten n; jeweils um 2, so daf schliefilich n; € {0,1} ist. Nun fithren wir die
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restliche Desingularisierung durch wie in Lemma 3.9 beschrieben. Wir erhalten so ein strikt
semistabiles Modell X’ von X, (vergleiche [, 3.6]).

Warum besteht nun Grund zu der Annahme dafl sich | , Theorem 5.9] wie beschrieben
verbessern 1&t? Der Beweis dieses Satzes beruht darauf, zunéchst X, in eine glatte, projektive
Kurve f, : X, — S, einzubetten. Dies ist étale-lokal auf S, und X, méglich (] ,
Theorem 5.3]). Diese besitzt eine semistabile Kurve f: X — S als formelles Modell (| ,
Theorem 5.2]). Die Schwierigkeit in | , Theorem 5.9] ist nun, X, als formell offenen Teil
von X zu realisieren. Dabei geht die Semistabilitit von f verloren.

Die Methoden von [d.]] sollten es jedoch erméoglichen, ausgehend von f eine split semistabile,
projektive Kurve X iiber S’ mit S’ étale iiber S, zu finden, die eine formell offene Teilmenge
X' enthilt, welche étale iiber X ist.

Die vollstandige Ausfiihrung dieses Ansatzes wiirde allerdings den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen. Deshalb wollen wir die Vermutung hier als richtig annehmen. Wir beniitzen sie im Beweis
der universellen Eigenschaft der Picard-Varietéten (Sétze 5.11 und 5.12).

Die Vermutung 3.7 ist aber eine aktuelle Frage von allgemeinem Interesse, die aufgegriffen
werden sollte.
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3.2 Desingularisierung

Sowohl im Studium strikt semistabiler Modelle, als auch bei der Ausdehnung von rigiden zu
formellen Geradenbiindeln bendtigen wir gewisse Desingularisierungsprozeduren. Wir wollen
diese hier darstellen. Damit reichen wir auch noch fehlende Argumente im Beweis von Korol-
lar 3.6 und in der Heuristik zu Vermutung 3.8 nach.

Seien nun X, und V, glatte, rigid analytische Varietdten {iber K mit strikt semistabilen,
formellen Modellen X beziehungsweise V .

Sei ferner R C R’ eine verzweigte Erweiterung diskreter Bewertungsringe. Der Quotien-
tenkorper von R’ sei K. Die Uniformisierende von R’ sei 7, so dal 7 =’ (7/)¢ fiir eine
Einheit v/ in R’ ist. Dabei ist e € N der Verzweigungsindex.

Bei der Ausdehnung von Geradenbiindeln handelt es sich um folgende Fragestellungen.

1. Sei £, ein Geradenbiindel auf X, xx V, . Lait sich £, zu einem Geradenbiindel £
auf X xgpV ausdehnen?

2. Sei £, ein Geradenbiindel auf X, xx K’'. LaBt sich £, zu einem Geradenbiindel £
auf X xp R’ ausdehnen?

Wir wollen zeigen (Satz 4.14), dal beides lokal auf X moglich ist, falls im ersten Fall das rigide
Testschema V. folgende Bedingung erfiillt:

(¥) V. sei eine glatte, rigid analytische Varietét iiber K, welche ein strikt semistabiles,
formelles Modell V' habe. V sei formal glatt iiber dem formellen Schema

Die Strata V¥ (siehe Definition 3.1) seien geometrisch irreduzibel fiir alle M . Der Durch-
schnitt aller dieser Strata sei nicht leer.

Zunichst wollen wir erklédren, wie wir eine Desingularisierung von X xXrV  beziehungsweise
X xg R’ erhalten koénnen. Dies fithrt zu Desingularisierungen von Objekten der folgenden
Form.

Lemma 3.9.
Fir m>1 und n>1 seien A und B die folgenden formellen R-Algebren

A = R<€l7~-'a§m>/(él'-'-'fm_ﬂ')7
B = R{G, -G/ (G Gu—m) .

Es gibt es eine Desingularisierung von A®pg B, welche erhalten wird als Sequenz
Spf (ABgrB) = Y «— Y! «— ... «— Y7
von Aufblasungen in offenen Idealen
P C Oy fir p = 0,...,r—1

die lokal von zwei Elementen erzeugt werden. Es gilt:

a) Die YP sind normal fir p=20,...,r.
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b) Y7 ist strikt semistabil, also insbesondere reguldr.

c) Bei jeder Aufblasung haben die irreduziblen Komponenten des Zentrums ZP die Form
V(&, i€ M) x5 V(¢,j€N) xx (Pr)", MC{l,...,m}, NC{l,...,n}.

Sie besitzen alle einen gemeinsamen Punkt oberhalb (&1,...,&m, Ci,y..., G, ™). Insbe-
sondere ist ZP zusammenhdngend.

d) Die zuriickgezogene Garbe ZIP-Oyp+1 induziert das Geradenbindel Opi(1l) auf den
Fasern iiber allen Punkten von Z° .

Beweis:
Fir 1<pu<m und 1<v<n seiC die formelle R-Algebra

R, elm) ¢V gl
in den Unbestimmten 557“1)7 gl d“% ., ¢%) modulo der Relationen
gl(z"u) e glrm) s clsn) =0 und
g gl o)) g

Um die Zentren der Aufblasungen kontrollieren zu kénnen, die wir bei der Desingularisierung
von A®prB verwenden, bezeichnen wir die Unbestimmten hier mit 55”) und Cj(.sj ). Die

wrspriinglichen Variablen ¢ und ¢; sind Vielfache der ¢ und ¢[*”. Die bei den Auf-

7
blasungen neu hinzukommenden Unbestimmten heiffen entsprechend §£1+”) und C}lﬂj ).

Beginnend mit y=v =1 und 7; =s; =0 fiir alle und j konstruieren wir nun schrittweise
eine Desingularisierung von C'.

Nach [I1, Propositionen 18.2 und 18.13] ist C' Cohen-Macaulay, da die beiden Relationen, die
C beschreiben, eine regulire Sequenz auf

R, glm), Y )
bilden. Ferner ist C' regulér in allen Primidealen, die nur eines der fff” ), e T(,Zm) enthalten.

Sei p ein Primideal, in dem C nicht regulér ist. Dann enthélt p zwei verschiedene & i(”) und §§Tj)

mit 4, j > u. Da (fyi), §](»Tj )) eine reguldre Sequenz auf C' ist, hat p Tiefe > 2 und somit
auch Kodimension > 2 nach [Ili, Proposition 18.2]. Das heifit, C' ist regulér in Kodimension
eins und folglich normal nach dem Kriterium von Serre ([I1, Theorem 11.5]).

Ferner folgt, falls g =m oder v=mn ist, daB C strikt semistabil ist.

Seien nun p < m und v < n. Wir fithren Induktion nach max{m — pu,n —v}. Wir

blasen das offene Ideal ( ff“) ,SS”)) auf. Das Zentrum Z der Aufblasung zerfillt wie folgt
in irreduzible Komponenten:

7 = V( ;(J’u)’ gfﬁﬁfl) e ng), Clgsu), Clsilfrl) . CT(IS")’ 7-‘-)

— U U v, ¢, ).

rk=p+1 A=v+1

Die irreduziblen Komponenten sind von der Form

V(m, & i€ M) xx V(m, G, j € N) xx (1),
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wobei M die Menge der ¢ und N die Menge der j ist, fiir die & bezichungsweise (; in
( ,(f“ ), EJ"“), C,ES”), C/(\S*)) liegt. Die zugehorigen fi(”) und Cj(sj) bilden die freien Koor-
dinaten der P,lg . Die Komponenten schneiden sich alle in

V(€6 8, (9, o0, )
und enthalten somit alle den Punkt
A% <§§T1)7 ceey %m), CfSI)’ ey r(zsn); 71—) ~ Speck

oberhalb des Punktes (&1,...,&m, C1y---5Cn, 7).

Wir erhalten zwei Karten der Aufblasung Y':

° gl(f w) _ Cﬁsv) . I(LHT“) : Die Relationen sind dort dquivalent zu
() gom) — loe)go ~ 0
le)'---'f/(}HH)'---' 1(77;*”) . dsl)'...(l(,s”) -7 = 0.

Somit wurde die Zahl v um 1 erhht, wihrend p gleich blieb und die Induktionshypothese
148t sich anwenden. Die Zahl 7, wurde dabei ebenfalls um 1 erhoht.

. Cl(,s”) = @(f”) . (l(,Hs”) : Die Relationen sind dort dquivalent zu
) gl )L ) = 0 und
€l oD el g,

Somit wurde die Zahl g um 1 erhht, wihrend v gleich blieb und die Induktionshypothese
laBt sich anwenden. Die Zahl s, wurde dabei ebenfalls um 1 erhoht.

Die zuriickgezogene Garbe ( ff“), ,ES”)) Oy induziert das Geradenbiindel Opi(1) auf den
Fasern iiber allen Punkten des Zentrums. ]

Lemma 3.10.
Fir m>1 und e>1 sei A die folgende formelle R-Algebra

A = Rn,...onm)/ (- — 7).

Falls e=1 st so ist A requlir.
Falls e > 2 ist, so gibt es eine Desingularisierung von A, welche erhalten wird als Sequenz

SpfA = Y? «— v! — .. — Y7
von Aufblasungen in offenen Idealen
P C Oy fir p = 0,...,r—1

die lokal von zwei Elementen erzeugt werden. Es gilt:

a) Die YP sind normal fir p=20,...,r.
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b) Y7 ist strikt semistabil, also insbesondere reguldr.

c) Bei jeder Aufblasung haben die irreduziblen Komponenten des Zentrums ZP die Form
V(m, m,i€ M) x, (PR, MC{l,....m}.

Sie besitzen alle einen gemeinsamen Punkt oberhalb (n1,...,Nm, 7). Insbesondere ist
ZP zusammenhdngend.

d) Die zuriickgezogene Garbe ZIP-Oyp+1 induziert das Geradenbindel Opi(1l) auf den
Fasern tiber allen Punkten von Z° .

Beweis: Induktion nach e.
Beginnend mit v =0 desingularisieren wir schrittweise die formelle R-Algebra

C = ngy)’ N2y M)/ (UY) '772-...-77m—776_”)
mit g =7 775,,) . Diese ist Cohen-Macaulay nach [Fi, Propositionen 18.2 und 18.13], da die
Relation, die C' beschreibt, Nichtnullteiler in

R <77§V)7 2, .- 777m>
(v)

ist. Ferner ist C' reguldr in allen Primidealen, die nur eines der ;" n2,...,m, enthalten.
Sei p ein Primideal, in dem C nicht regulér ist. Dann gibt es zwei verschiedene n; und n; in p .
Da (m;, n;) eine reguldre Sequenz auf C ist, hat p Tiefe > 2 und somit auch Kodimension
> 2 nach [, Proposition 18.2]. Das heifit, C' ist regulér in Kodimension eins und folglich
normal nach dem Kriterium von Serre ([Ei, Theorem 11.5]).

Ferner folgt, falls e —v =1 ist, da3 C strikt semistabil ist.

Sei nun e—wv > 2. Wir blasen das offene Ideal (ngy), 7r) auf. Das Zentrum Z der Aufblasung

zerfallt wie folgt in irreduzible Komponenten:

J = V(ngy),ng'...'nm, 7r> = G V(ngu),m, 7r>.
i=2

Die irreduziblen Komponenten sind wegen 7, = 7 niy) von der Form V (ny, n;, m) C Spf A

und schneiden sich alle in dem Punkt

V(U177727-~777m,77) = Speck 7é (Z)

Wir erhalten zwei Karten der Aufblasung Y':

. n%”) =7 ngl’“) . Die Relation ist dort dquivalent zu
v+1 _
775 +)'772'~--'77m_7r6 w+1) _ .

Somit wurde der Exponent von m um 1 verringert und die Induktionshypothese 148t sich
anwenden.

() /

e =1  -7m: In diesem Fall benétigen wir zwei Gleichungen um die Relationen zu
beschreiben:

O ()

T ™ = 0.

Dieser Fall wird von dem folgenden Lemma 3.11 fiir g =2 und 7;(()80) =7’ behandelt.
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Die zuriickgezogene Garbe (77@,77) - Oys induziert das Geradenbiindel Opi(1) auf den
Fasern iiber allen Punkten des Zentrums. O

Lemma 3.11.
Seien 1<p<m,e>1 und s;>0 firallej. Firen JC{0,....,p—1} seiA dic
formelle R-Algebra

R <"7(()50), Ce 77}(1811)’ Nty ,T]m>

modulo der Relationen

B st — 7 [0 = ) = o
ieJ

Dann lifit sich eine Desingularisierung von A konstruieren, wie in Lemma 3.10 behauptet.

Beweis:

1. Induktion nach e.

Nach [Ei, Propositionen 18.2 und 18.13] ist A Cohen-Macaulay, da die beiden Relationen, die
A beschreiben, eine reguldre Sequenz auf

R<77(()80),. . -,77;(1,8'“)’ nu+1, e ’T’m>

bilden. Ferner ist A regulér in allen Primidealen, die nur eines der nl(f“ ), Nut1ls-+-»Nm  €nt-

halten. Sei p ein Primideal, in dem A nicht regulér ist. Dann gibt es zwei verschiedene ngsi)

(s4)  (s5)

und nj(sj) mit 4,5 >p inp. Da (771‘ , M5 ) eine reguldre Sequenz auf A ist, hat p Tiefe
> 2 und somit auch Kodimension > 2 nach [Ei, Proposition 18.2]. Das heifit, A ist regulér in
Kodimension eins und folglich normal nach dem Kriterium von Serre ([Fi, Theorem 11.5]).

Ferner folgt, falls u =m ist, dal A strikt semistabil ist.
Falls J = ist, so sind die Relationen dquivalent zu

D gt e — 1S g = gl g e =,
Somit wurde e um 1 reduziert und der Fall ist fiir e —1 > 1 auf die Induktionshypothese
zuriickgefiihrt. Fiir den Induktionsanfang e—1 =0 148t sich die restliche Desingularisierung

geméfl Lemma 3.9 konstruieren. Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.9 setzen wir dabei

£,...,6m = n}f’*), Nutts - Mm und (i, Gy = n(()so),...,ni?‘fl).Fﬁr jede der weiteren

Aufblasungen haben dann nach Lemma 3.9 die irreduziblen Komponenten des Zentrums die
Form

V(ma jeN) x (B)T, NC{o,....m}.

Diese sind von der Form
Vim, i€ M) i (BE)”, M C{o,...,m},

(s4)

i

wobei M D N die Menge der i ist, fiir die 1n; € (n](-s"), j € N) ist. Die zugehorigen 7
fiir ¢ € M — N bilden die freien Koordinaten der Pk . Die restlichen Behauptungen ergeben

sich ebenfalls aus Lemma 3.9.

2. Durch Induktion nach min{m —p, #J} reduzieren wir nun fiir festes e die Situation des
Lemmas auf den Fall y=m oder J=0.Seialso p<m und j € J# 0. Wir blasen das
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offene Ideal (nff“), nj(sj )) auf. Das Zentrum Z der Aufblasung zerfillt wie folgt in irreduzible
Komponenten:
Z =V <n§si), ), Mkt M, W) = Y v (nj(-sj), e, o, 7r) :

Die irreduziblen Komponenten sind von der Form V(7, n,, n;, 1 € M) Xy, (P,lg)a, wobei M

(su)  (s5) (si)

die Menge der ¢ ist, fiir die n; € (77“ 5 1, ) ist. Die zugehorigen 1, bilden die freien

Koordinaten der IP’,Ic . Die Komponenten schneiden sich alle in
\ (nj(»sj), D, Mkt - s ﬂ)
und enthalten somit alle den Punkt
V(n(()SO)a"'an/(ﬁs#)a 77,u+17-~777m7 7T> = SpeCk

oberhalb des Punktes (n1,...,%m, 7).

Wir erhalten zwei Karten der Aufblasung Y':

(50) = o) i+

® 1, Die Relationen sind dort dquivalent zu
1 i —
n£+s”)'ﬁu+1-...'nm — 7. H 771(8) = n(()so)-...-nisfll) -7 = 0.
ieJ—{j}

Somit wurde die Menge J um ein Element vermindert, wiahrend p und e gleich blieben
und die Induktionshypothese 1d8t sich anwenden. Die Zahl s, wurde dabei um 1 erhoht.

(s4) (sp)  (L4s;5)

o0 =mnut e, : Die Relationen sind dort dquivalent zu
I+s; i
T L C Al | I D I
ieJ—{j}
17(()80)-...-n§1+81)-...-n£5”)—77 = 0.

Somit wurde die Zahl p um 1 erhoht, wihrend e und J gleich blieben und die Indukti-
onshypothese 1d83t sich anwenden. Die Zahl s; wurde dabei ebenfalls um 1 erhéht.

Die zuriickgezogene Garbe (n&s“ ), J(.Sj )) Oy induziert das Geradenbiindel Opi(1) auf den
Fasern iiber allen Punkten des Zentrums. O
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3.3 Einheitengruppen

Bei der Verklebung von Geradenbiindeln, die auf offenen Teilmengen strikt semistabiler Mo-
delle gegeben sind, bendtigen wir die Kenntnis der Einheitengruppen auf diesen Modellen.
Wir wollen diese hier untersuchen.

Zunichst gilt analog zum eindimensionalen Fall ([ , Lemma 9.7.1.1]) auch im héherdimen-
sionalen folgende Beschreibung.

Lemma 3.12.
Sei Sp A, eine affinoide, zusammenhdngende, rigid analytische Varietdt dber K . Seien
Cly---,Grg1 Unbestimmte tber A, und c € AZ mit |c| <1. Sei

f=> an (..o € By == AGie i)/ (G G — ).

nezr

Genau dann ist f € B; eine Einheit, wenn es einen Multiindex ng € Z"  gibt, so daf$ der

Term an,C" in der Entwicklung von f dominant auf Sp B ist, wenn also ap, € A:
eine Einheit ist und fir alle n # ny gilt

Beweis:

Es ist klar, daf} die Bedingung hinreichend ist. Wir zeigen ihre Notwendigkeit. Sei also f eine
Einheit in B; und seien y € SpB, und Sp A’K , die Zusammenhangskomponente von
A, ®k k(y), die das Bild von y enthélt. Wir betrachten den affinoiden Teilbereich

y € Uy == SpA (&,&"...,6.67),

von SpB, mit & = ((y)~!¢ . Nach [ , Lemma 9.7.1.1] besitzt dann f[y, einen auf
ganz U, dominantan Term. Sein Index n(y) € Z" ist eine Funktion von y € Sp B, . Es ist
also  Jam(™(y)| < lan) (W (y)| fir alle m # n(y) .

Die a,(™ besitzen keine gemeinsame Nullstelle und somit erzeugen endlich viele von ihnen

das Einsideal von B, . Da ferner ‘ l‘im an(*p,, =0 ist, nimmt die Funktion n(y) nur
n|—o0

endlich viele Werte an. Aus dem gleichen Grund ist

Yo, = {y€SpB,: [an(*(y)] < lan,¢™(y)| fiir alle n#ng}

ein affinoider Teilbereich von Sp B, . Ferner kénnen wir aufgrund obiger Uberlegung < durch
< ersetzen und erhalten Y, = {y € SpB, :n(y) =ng}. Bsist Y, =0 fiir alle aufler
endlich vieler ng . Also ist

SpB, = | %
nez”

eine zulissige Uberdeckung durch endlich viele paarweise disjunkte rationale Teilbereiche.

Sp B, enthilt andererseits Sp A, (¢1,¢; L6, ¢ als Zariski-dichten affinoiden Teil-
bereich, welcher zusammenhéngend ist, da Sp A, zusammenhéngend ist. Dies zeigt, daf
Sp B, zusammenhingend und die Funktion n(y) konstant auf Sp B, ist. Somit ist die
Behauptung bewiesen. O

Daraus erhalten wir folgende Beschreibung der Isomorphismen zwischen zwei Geradenbiindeln.
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Lemma 3.13.

Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietdt iber K mit formellem Modell X, welches formal
glatt iber R{(&1,...,.&+1)/(&1 ... &4+1 — ) sei. Die irreduziblen Komponenten von Xg
enthalten alle die Faser V(&1,...,&+1) , welche selbst irreduzibel und nicht leer sei. Sei ebenso
V. eine glatte, rigid analytische Varietdt iber K mit formellem Modell V', welches formal glatt
iber R{C1y...,Cs41)/(C1 ... Csq41 —7) sei. Die irreduziblen Komponenten von Vi enthalten
alle die Faser V(Ci,...,Cs+1), welche geometrisch irreduzibel und nicht leer sei. Seien L und
M Geradenbiindel auf X xrV . Dann ist

Isom M,,) = Isom (L, Merlotle.. . olole... ot

XKXKVK (£r1g7

= (OXK(XK)X Isomy, . (L, M)) oto.. .o

Beweis:
1. Sei Y, die Komplettierung von X xp V' nach dem abgeschlossenen Unterschema

Yb = V(fl, o 35T+1a<:17 e 7CS+1) .

Dann sehen wir wie in Satz 3.3, dal Y lokal durch die R-Algebra

Clér, - &rall/(E1 - &1 —m) ®r D[C1, -+, Coa] /(Gr - o+ Cogr — )

gegeben ist, fiir glatte, zuldssige, formelle R-Algebren C und D . Nach Voraussetzung sind
die speziellen Fasern SpecCy und Spec Dy integer beziehungsweise geometrisch integer.
Somit ist auch Yj integer.

Sei U’ eine offene, affine Uberdeckung von X xp V, iiber der es Trivialisierungen
)\i . E’UZ = OUi und IUZ . M|Uz = OUi
gibt und die zusétzlich mit dieser lokalen Beschreibung von Y vertréglich ist.

L., M,,). Dies liefert auf U’

Sei nun ¢, € IsomexKvK( g

Wogely o) = f e OUL).
Die Ubergéinge auf U% := U'NU7 erfolgen durch - 7.\ = f* wobei u% := plo(pf)™"
und M’ := M o (A\)~! Einheiten in O(U¥Y)" sind.
Betrachten wir das Geradenbiindel H :=Homy, (£, M) auf X xpV, so ist

¢ € T(Xexkx Vi, M) und ¢! € T(Xp xg Vi, H. )

rig

mit o, @l = 1 € T(X, xx Vi, Hy, ®H, ) = T(X, xi Vi, Ox, v, ) - Durch X'
und 4 sind auch Trivialisierungen von H und H' gegeben, welche ¢, gerade auf f? abbilden.
Wie in Abschnitt 2.2 erklért, ist |, |gi = |[filyi -

K K

2. Wir betrachten zunichst diejenigen U?, fiir die Yj = Y, NU® # 0 ist. Dann ist Yj
affin. Der zugehorige Ring ist

AT, &, e Gl /(G G = G G — ).
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Sei K’ eine endliche Erweiterung von K mit trivialer Restklassenkorpererweiterung, so daf es
e,c,de K' gibt mit ¢tle=eTd =7 und ||, |c|, |d| <1.Seiferner A’ :=A'®g K.

Durch ¢, = egp und (, = egg ist der folgende K’-Morphismus gegeben.

« SpAi{/<g1""ag'+1751a"'aa9+1>/(gl""'g“+1_caZl'---'as+l_d) — U;a

Dieser liefert einen Morphismus der globalen Einheiten, welcher wie folgt faktorisiert.

X

O(U;<>X - <K®RAiH€17'"7§T+17C17'--7<8+1H/(€1'--~'§r+1_ﬂ',Cl'...'<5+1—71'))

X

—— (A;/@:/l?“'vg‘-‘rlaglv'”758+1>/(g/1 Teee 'gf‘-i-l —C, gl e 'Zs'i‘l _d)>
Der mittlere Term ist hierbei die Gruppe der Einheiten auf der Vereinigung fiir ¢ — 1.

Mit Yy ist auch A} integer und somit sind Ai{/ <§~1, . ,§+1>/(é . -ETH —¢) und Ai{,
zusammenhiingend (Lemma 2.5). Also it sich «*f? nach Lemma 3.12 schreiben als

o ft = (Na) @ (1 h) = i (€)™ (€O (1+ hi)

mit dominantem Term (eVa;) Em gﬂ und N :=mi+...+m,+n1+...+ns. Diese Darstellung
ist vertréglich mit weiteren Einschrdnkungen

SpAl (&,0)/ (g —¢ 1 —d) —— SpA’ (£,()/(IE —c, T —d).

K

Somit ist in allen rigiden Punkten y der formellen Faser Y_f_ der Term a; ™ (™ dominant
und |h;(y)| < 1. Die Exponenten m und n dieses Terms sind durch f? eindeutig bestimmt.
Sein Koeffizient a; ist bereits tiber K definiert, da o wie oben erwéhnt faktorisiert, das heifit

also a; € (Aft{)X . Da Af) irreduzibel und geometrisch reduziert ist, ist a; = 7% b; fiir eine
Einheit b; € (A")" nach Lemma 2.12.

Auf UY it fi(f7)~1 = pN' e O(U9)" | also in jedem Punkt vom Betrag 1. Da die ¢&,(
auf Yj N Yj vom Betrag kleiner als 1 sind, sind die Exponenten m und n des dominanten
Terms unabhéingig von 7. Ebenso folgt, dafl v = r; unabhéngig von 7 ist.

Ersetze nun ¢, durch o, = @, a ' (™. ¢(;™ mit a = 7M€ € O(X,) .
Dann ist o*f* = b;(1+h;) und nach Lemma 2.15 gilt ¢, (y)| = |f*(y)| =1 fiir alle rigiden
Punkte y der formellen Faser Yi . Der affinoide Teilbereich

{yeU,: [ffpl=1} = {yeUy,: [elyl=1}
enthélt somit diese formelle Faser. Damit enthélt er aber sogar eine formell offene Umgebung

dieser formellen Faser.

Jede irreduzible Komponente von X xp V trifft ein Yoi und damit auch die eben erwihnte
Umgebung in einem formell offenen Teil W . Somit gilt [y, (y)| =1 fiir alle y € W, und
damit |9, (y)] =1 furalle ye€ X, x;V, nach Lemma 2.13.

Aufgrund von Lemma 2.16 sind folglich ¢, € T(X xgV, H) und ¢_' € (X xgV, HY,
also 9, € IsomXXRV(E, M) und somit wie behauptet

o = Va0 € (OXK(XK)X-IsomXXRv(ﬁ,,/\/l))@CIZ@.,,@QSZ. O



Kapitel 4

Geradenbiindel

4.1 Der Picard-Funktor

Ziel dieser Arbeit ist es, zu zeigen daf fiir jede eigentliche, glatte, zusammenhéingende, ri-
gid analytische Varietét iiber K , welche ein strikt semistabiles, formelles Modell besitzt, der
Picard-Funktor darstellbar ist. Dieses Resultat ist Satz 4.5 auf Seite 37. Wir wollen zunéchst
erkldaren, was der Picard-Funktor ist.

Wir beginnen mit der algebraischen Situation. Dort 148t sich der Picard-Funktor folgender-
maflen definieren. (Fiir eine ausfiihrliche Darstellung des algebraischen Falles verweisen wir
auf [ , Kapitel 8].)

Sei S ein Basisschema und f: X — S ein Morphismus von Schemata. Wir betrachten den
kontravarianten Funktor von der Kategorie der S-Schemata in die Kategorie der abelschen
Gruppen

Px/s: (Sch/S) — (Ab), S Pic(X xg8) = H(X x55, Ox, i)
der jedem S-Schema S’ die Gruppe der Geradenbiindel auf X xg S’ zuordnet.

Der relative Picard-Funktor ist die zu Py,g assoziierte (fppf)-Garbe
Picx,s = R, G, als (fppf)-Garben auf S'.

Dies bedeutet Picy/g ist ein kontravarianter Funktor von (Sch/S) nach (Ab), so daf fiir
jedes S-Schema T und fiir jeden Morphismus 7’ — T, der treu-flach und quasikompakt,
also (fppf), oder eine Zariski-Uberdeckung ist, die folgende Sequenz exakt ist

PiCX/S(T) — PiCX/S(T/) : PiCX/S(T/ XTT/).

Jedes Element von Picy,g(T) fiir ein quasikompaktes S-Schema T kann durch ein Gera-
denbiindel £ auf X xgT" fiir ein Schema T" gegeben werden, welches (fppf) iiber T ist.
Ferner existiert ein (fppf)-Morphismus T — T" xp 1", so daf} die Riicktransporte vermoge
der beiden Projektionen T—T isomorph sind.

Wir betrachten nun den Fall:

Sei f quasikompakt und quasisepariert mit einem Schnitt z :.S — X und gelte
f+Ox = Og universell, das heiffit auch noch nach beliebiger Basiserweiterung. Diese
Bedingung ist zum Beispiel erfiillt, wenn f eigentlich und flach mit reduzierten und
irreduziblen geometrischen Fasern ist.

(%)

34
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Dann kénnen wir Picx/g beschreiben als den kontravarianten Funktor

Picx/s: (Sch/S) — (Ab)

S — { Isomorphieklassen von (£, \) : £ Geradenbiindel auf X xg S5,
A:Og = (xxidg)* L Rigidiﬁzierung}

= Pic(X xgS8")/Pic(9’).

Die Rigidifizierung hat zwei Effekte. Sie unterdriickt alle Geradenbiindel, die von S’ kommen
und sie bewirkt, da§ die Automorphismengruppe von (£, ) trivial ist.

Wir wenden uns nun der Frage der Darstellbarkeit zu.

Der Funktor Picx/g heifit darstellbar, falls ein S-Schema P und ein Isomorphismus von
Funktoren existiert

Picyx;s = Homgays)( ., P) = P(, ).

Im Fall (%) bedeutet dies, daf es ein rigidifiziertes Geradenbiindel (P,p) € Picx/g(P) gibt.
Dieses heifit das Poincaré-Biindel und besitzt folgende, durch das Yoneda-Lemma gegebene,
universelle Eigenschaft:

Fiir alle S-Schemata S’ und fiir alle Geradenbiindel (£,)\) € Picy/g(S’) existiert ein
eindeutig bestimmter Morphismus ¢ :S" — P mit

(‘Ca)‘) = (idX Xg)*(Pap)'

Beziiglich der Darstellbarkeit gilt folgender

Satz 4.1. (A. Grothendieck)

Sei f:X — S projektiv, flach und von endlicher Darstellung mit reduzierten und irredu-
ziblen geometrischen Fasern. Dann ist Picy,s darstellbar durch ein separiertes S-Schema,
lokal von endlicher Darstellung iber S .

Fiir den Beweis siehe | , n° 232, Thm. 3.1], oder | , Thm. 8.2.1].

Falls S das Spektrum eines Korpers ist, lassen sich die Voraussetzungen abschwéchen.

Satz 4.2. (J.P. Murre und F. Oort)
Sei X ein eigentliches Schema iiber einem Kdorper K . Dann ist Picxy, darstellbar durch ein
Schema, lokal von endlichem Typ iiber K .

Der Beweis dieses Satzes wird auf den projektiven Fall zuriickgefiihrt, der von Grothendieck
[ , n° 232 Section 6] behandelt wurde. Siehe [Mu] und [Oo].

Falls nun X eigentlich iiber K ist, so definieren wir Pic% /K als die Zusammenhangskompo-
nente von Picx/ , die das neutrale Element enthélt. Sie ist ein Gruppenschema von endli-
chem Typ iiber K. Im Fall (x) stellt sie den Funktor

Picg(/K(V) = { Isomorphieklassen von (£,)\) : L Geradenbiindel auf X xx V',
(idx xv)*L trivial und X :Oy “— (zx idy)* L }

auf der Kategorie der zusammenhingenden K-Schemata mit K-rationalem Punkt v dar.
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Lemma 4.3.
Sei X ein Schema iber S und sei Picx,s darstellbar durch ein S-Schema P . Sei ferner S’
ein S-Schema und X' =X xg 5.

Dann ist Picxi g darstellbar durch das S'-Schema P x5 S'.

Beweis:
Nach Definition ist Picys s gleich der Einschrinkung des Funktors Picy,s auf die Kate-
gorie der S’-Schemata, also Picy//g = Picx/g|(scn/sr) - Da ferner
Homgen/sy( o 5 P xs58") = Homgans)( o s P)l(sen/s)
ist, folgt die Behauptung. O

Dieses sind die wichtigsten Definitionen und Sétze im algebraischen Fall. Wir wollen dies nun
auf die rigid analytische Situation iibertragen und betrachten dazu die folgenden Kategorien:

Sei € die Kategorie der Paare (V,,v, ), wobei V. eine glatte, zusammenhéngende, rigid
analytische Varietét tiber K und v, € V. (K) ist. Die Morphismen

f € Home ((Vi,vy), (Wi, wy))
sind die K-Morphismen f:V, — W, mit f(v,)=w, .

Sei € die volle Unterkategorie von €, in der V. ein glattes, formelles Modell V' iiber Spf R
besitzt. Mit V. ist dann auch V' zusammenhéngend.

Sei € die volle Unterkategorie von €, in der Vi quasikompakt und HY (V. &K, Z) = (0)
ist, fiir einen topologisch, algebraischen Abschlul K von K .

Wir fixieren nun ein (X ,.,z,) € €, welches zusétzlich eigentlich tiber K ist. Wir wollen die
Geradenbiindel auf X, studieren und betrachten, analog zu (x) im algebraischen Fall, den
kontravarianten Funktor

Picy i i € — Dengen

(Ve ,v,) +— { Isomorphieklassen von (L,,A,) : L, Geradenbiindel auf X, xxg V
(idXK xv, )L, trivial und A, 1Oy, — (2, X idVK)*EK }
Die Rigidifizierung X, ist notig, da sie die Geradenbiindel auf X, xg V, ausschliefft, wel-

che von Biindeln auf V, kommen. Ferner verhindert sie das Auftreten von nicht-trivialen
Automorphismen, denn es gilt folgendes

Lemma 4.4.

Sei X, eine eigentliche, glatte, zusammenhdngende, rigid analytische Varietdt iber K und
z, € X (K), sowie V. eine rigid analytische Varietit iber K . Sei ferner (L., \.) ein
Geradenbiindel auf X, xgxV, mit Rigidifizierung

A 0 Oy == (x xidy, )*Ly .

Dann ist idg, — der einzige Automorphismus von L, , der X\, fest laft.
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Beweis:
Sei a: L, = L, ein Automorphismus von £, , der A, fest laBt. Weil £, ein Gera-
denbiindel ist, gilt

X

AutXKXKVK(ﬁK) = F(XK XK VK, OXKXKVK)

Da X, zusammenhingend, eigentlich und glatt iiber K ist und den K-wertigen Punkt z,
enthélt, gilt T'(X,, Ox,) = K universell und somit ist

a € D(X, xkg Vi, Ox xpv,) = 1ﬂ(Vw(')vK)X-

Nachdem « die Rigidifizierung A, fest lifit, ist o = (2, x idy,_)'a = 1 = idg_. O

Die Einschrinkung von Pic%K /K auf die Kategorie € ergibt einen Funktor PTC?CK /K -

~ —~ 0
Die Einschrinkung von Picg(K K auf die Kategorie € ergibt einen Funktor Pic X, /K -

Wir fragen nun wieder, ob diese Funktoren darstellbar sind. Fiir Pic)O(K K bedeutet dies,
da ein Objekt (P,,1) € € existiert mit

Picy i = Home(, , (P, 1)).

Nach dem Lemma von Yoneda gibt es dann ein Geradenbiindel P, auf X, xg P, , welches
trivial entlang X, x {1} ist, eine Rigidifizierung p, : Op_ ~— (z, x idp_)*P, besitzt
und das folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

Fir alle (V.,v,) € € und fiir alle Geradenbiindel (L, ,\,) € Pic)O(K/K(VK,vK) gibt es
einen eindeutig bestimmten Morphismus

fo (Viovg) — (P, 1)

~

und einen Isomorphismus £, = (id X, X f)* P, , der kompatibel mit den Rigidifizierungen
Ag und p, ist. Nach Lemma 4.4 ist dieser Isomorphismus ebenfalls eindeutig bestimmt.

Das Geradenbiindel P,. heifit das Poincaré-Biindel auf X, X P, .

Ziel dieser Arbeit ist es die Darstellbarkeit des Funktors Pic%K s zeigen, das heif3t
folgenden

Satz 4.5.
Sei X, eine eigentliche, glatte, zusammenhdngende, rigid analytische Varietdit iber K , welche
ein strikt semistabiles, formelles Modell X tber R besitzt, sowie z, € X, (K).

Dann ist der Picard-Funktor Pic%K/K nach einer endlichen, separablen Korpererweiterung
darstellbar durch eine glatte, rigid analytische Gruppe P, . Diese ist eine Erweiterung

I Ghyx — Py — Q — 1
einer eigentlichen, glatten, rigid analytischen Gruppe Q. durch einen affinen Torus G - .

Bemerkung 4.5.1.
Es ist moglich, da3 P, nicht eigentlich iiber K ist, das heit dafl der Rang r des Torus echt
positiv ist. Siehe dazu Beispiel 5.13.2.
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Bemerkung 4.5.2.

Wir zeigen den Satz in dieser Arbeit unter der Voraussetzung char K = 0. Diese wird jedoch
nur an einer Stelle benotigt, ndmlich um bei der Konstruktion der formal glatten Untervarietét
P, von P, zuniichst P, geometrisch reduziert zu erhalten (siche Seite 57).

Der Beweis dieses Satzes nimmt den Rest der Arbeit ein. In diesem Kapitel stellen wir zunéchst

FEigenschaften von Geradenbiindeln zusammen, die wir spéter ben6tigen. Die Konstruktion von

P, beschreiben wir dann in Kapitel 5 (siehe Satz 5.12). Dabei konstruieren wir schrittwei-
— _—~

se rigid analytische Varietdten, welche die Funktoren Pic)O<K sk (Satz 5.2) und Picy /k

(Satz 5.11) darstellen. Die Aussage iiber die Struktur von P, wird in Satz 5.13 bewiesen.
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4.2 Ausdehnung von Geradenbiindeln

Ein Kernproblem in unserem Beweis der Darstellbarkeit von Pic%K K ist die Ausdehnung

von rigiden Geradenbiindeln auf das formelle Modell. In diesem und den folgenden Abschnitten
wollen wir Fille beschreiben, in denen diese Ausdehnung méglich ist. Wir beginnen mit dem
Fall, daf3 das formelle Modell regulér ist.

Analog zu Hartogs Theorem in der komplexen Analysis gilt auch im algebraischen Fall:

Lemma 4.6.
Sei Y ein noethersches, normales, integres Schema und F ein kohdrenter Oy -Modul, der sich
als Kern

0 — F — 0y — Oy.

schreiben lafst, sowie Z ein abgeschlossenes Unterschema in'Y von Kodimension > 2.

Dann ist die Restriktionsabbildung bijektiv:
Ny, r) =— T(Y-Z F).

Beweis:
Die Darstellung von F als Kern liefert einen Morphismus von exakten Sequenzen

5 & P

0 — IY -2, F) — T(Y=Z 0y)" — I(Y = Z, Oy)™

Nach dem Analogon von Hartogs Theorem [Ii, Theorem 2.15] sind # und 7 Isomorphismen.
Deshalb ist nach dem 5er-Lemma ([Ro, Lemma 3.32]) auch « ein Isomorphismus. O
Satz 4.7.

Sei Y, eine glatte, rigid analytische Varietdt iber K , welche ein reguldres, formelles Modell
Y habe. Sei L, ein Geradenbiindel auf Y, .

Dann lafst sich L, zu einem Geradenbiindel L aufY ausdehnen.

Beweis:
1. Nach | , Lemma2.2] 1d8t sich £, zu einer kohdrenten Garbe F auf Y ausdehnen. Wir

betrachten
VvV

F = Homy (Homy (F, Oy)) )

Da L, ein Geradenbiindel ist, gilt ]-"rvlgv = E:{v = [ . Das heifit, auch F" ist eine Ausdeh-

nung von L, . Wir wollen nun zeigen, dafl F """ ein Geradenbiindel auf Y ist. Da dies eine
lokale Eigenschaft ist, sei ohne Einschrankung Y = Spf A fiir einen Integritatsring A und F
durch den endlichen A-Modul M gegeben.

Da M eine freie Auflssung besitzt, 1iBt sich N := M~ # (0) als Kern
0O — N — A" — A°

schreiben und ist folglich torsionsfrei.
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2. Sei € N ein Element mit [#0 in N ®gr K. Wir betrachten nun in A das Ideal
a == {a€A: aN CAl}.
Da N torsionsfrei ist, gilt A = Al. Wir wollen zeigen, dafi der Morphismus
U: a — Homy (N, Al), a — (n — ane Al)
ein Isomorphismus ist. Die Injektivitit von ¥ folgt aus der Torsionsfreiheit von N # (0).
Fiir die Surjektivitdt zeigen wir zunéchst folgende
Behauptung: V. : a, — Homy, (N, Al) ist surjektiv.

rig rig rig?

Beweis:  Nach [IU1, Corollary 2.9] geniigt es zu zeigen, dafl

(\Ilrig)]J : arigvp — HOmAK:p <Nrig’p7

AK»F' l)

surjektiv ist fiir alle maximalen Ideale p C A, . Da N, ein invertierbarer A-Modul ist, gibt
esein n€ N, mit N, ,= A ,n. Insbesondere ist [ =an fiirein a€ A, . Somit
ist

HomAK,p (Nrig:p’ Aepl) = Agpo,
wobei ¢: A ,n — A.pl, n — | = an abbildet. Also ist ¢ gleich der Multiplikation

mit a. Wir miissen nun zeigen, da} a € a, , ist.
Der A-Modul N besitzt ein endliches Erzeugendensystem (ni, ..., n,). Zu den Bildern
o(n;)) = an; = a;1 € Ayl sei u ein gemeinsamer Nenner der a; und von a, das heifit

also wa;, ua € A. Somit ist wa € a und folglich a € a, ,. Dies zeigt, dafl (\Ifrig)p surjektiv
ist und damit ist W, ein Isomorphismus.

Daraus folgern wir nun, daf§ ¥ surjektiv ist. Sei dazu « € Homy (N, Al). Dann ist

rig?

(0% _
7 € Homy, (N.,A.) = S 'Homy (N, Al)

mit S = {1, 7, 7%, ...}. Da U_ surjektiv ist, gibt es ein a/7" € S7la = a, mit

V. (a/7") = a/1. Nun ist a(n)/1 = (an)/7", also 7’a(n) =an in N fir alle n€ N.
Speziell ist (a/7”)l = a(l) € Al und folglich a/7” =a’ € A. Da somit a'n = a(n) € Al
fir alle n € N gilt, ist o € a. Dies zeigt, da3 ¥ surjektiv und folglich ein Isomorphismus
ist.

\a%

Wir haben also a = Homy (N, Al) = N' = M

t
3. Sei a = ﬂ q(i) eine minimale Primérzerlegung des Ideals a von A. Dann sind nach
i=1

[F21, Theorem 3.10] die p® = /q( € Spec A gerade die assoziierten Primideale von a. Da
Y regulér ist, ist A lokal faktoriell. Sind nun alle p(® von Kodimension 1, so folgt mit [Ei,
Theorem 11.8], daf a ein invertierbarer A-Modul ist.

Seien also pM), ..., p(®) diejenigen Primideale darunter von Kodimension 1. Insbesondere
ist dann q(i) ein invertierbarer A-Modul fiir ¢ =1,...,s. Wir setzen

U := SpecA — V(p(s'f‘l)p(t))

Dann ist fiir 7 >s+1

F(U7 q(l)) = F(U7 OY) :
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A ist ein normaler Integrititsring, denn Y ist regulir. Nach Lemma 4.6 fiir a, sowie fiir q(?)

folgt somit wegen codim V(p®+D . . .p®)>2

a = I'(SpecA,a) = T'(U,a) = m (U, qT‘)) = ﬂ I'(Spec A, cﬁ:)) = ﬂ q.
i=1 i=1 i=1
Da die urspriingliche Primérzerlegung minimal gewéhlt war, zeigt dies s = ¢ und somit
~ M ein

haben alle assoziierten Primideale von a die Kodimension 1. Folglich ist a
invertierbarer A-Modul und F’ " ein Geradenbiindel auf Y. O
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4.3 Lokal triviale Geradenbiindel

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wann ein formelles Geradenbiindel auf einem
Produkt X xgrV lokal trivial iiber X ist.

Satz 4.8.

Sei X ein strikt semistabiles, zuldissiges, formelles R-Schema und T entweder eine freie abel-
sche Gruppe oder ein freies abelsches Monoid, jeweils mit endlicher Basis (T = Z" oder
T = N"). Betrachte Xo:= X®prk und x € Xy. Dann gilt in einer Umgebung Spec A C X
von x

PicA = PicA[T].

Beweis:
1. Nach Satz 3.4 gibt es eine Umgebung von x in X , die formal glatt iiber

Spr(é-laaé-T‘)/(glET_ﬂ-)

ist. Auf dieser Umgebung betrachten wir &q,...,&. als globale Schnitte. Wir ersetzen nun X
durch eine affine Umgebung von z, in der die Unterschemata V(;,§;) zusammenhéngend
sind fiir alle 4 und 7. Sei Xy = Spec A.

Der Morphismus p* : A — A[T] besitzt den Schnitt o* : A[T] — A, T +— 1 mit
o* o p* = id4 . Die Funktorialitdt von Pic liefert deshalb einen injektiven Morphismus

p*: PicA —— PicA[T].
Wir miissen noch zeigen, daf8 p* surjektiv ist. Sei dazu L ein invertierbarer A[T]-Modul.

2. Behauptung: Wir haben die exakte Sequenz von B := k[{1,...,& /(&1 ... & )-Moduln

0 — B -~ BJ(E)x...x B/(&) - I B/(.¢)
f — (7,,?) J

(i, s ) — (o fimTir )

Beweis: kera = 0: Sei f € kera. Dann liegt f in dem Primideal (&;) fiir alle i. Also
f =& fi. Damit folgt wegen & ¢ (&2),daB fi € (§2) ist,also f = &£ fo. Mit Induktion
ergibt sich f = & -...-&-f, =0 inB.

ima C ker 8 ist klar.

ker 3 Cima: Sei fi= Y al)¢’ mit £=(&,...,&), o €k und (F;) € ker 3. Dies

Z/ENS

bedeutet a,(,i) = a(j ) fir alle v mit v; = v; = 0. Wir definieren nun

. a,(j) falls v; =0 ist fiir ein 7,
v 0 falls v; > 1 ist fiir alle ¢

und f = Z b,&” . Dann ist «a(f) = (f;) und damit die Behauptung bewiesen.

Z/ENS
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Durch tensorieren mit A iiber B ergibt dies folgende exakte Sequenz von A-Moduln, denn A
ist glatt tiber B, also insbesondere flach:

0 — A — A/&@)x...xA/&) — ][4
1<j
(a1, ..., ar) = (e —a, ).

Da L flach iiber A[T] und A[T] flach iiber A ist, erhalten wir nach tensorieren mit L iiber A
die exakte Sequenz

0 — L — L/aL x...x L/eL —T T[ L/&L+&L)

. o <j
(ll,...,l,,«) = (,lz—lj,)
3. A :=A/(&) ist glatt iber k[&1,...,&]/(&) und somit nach | , Proposition 2.3.9]

normal. Deshalb ist

nach [BM, Corollary 5.10]. Also gibt es einen invertierbaren A;-Modul M; mit
U, : L/GL == p*M;.
Uber A;; := A/(&,&;) erhalten wir den Isomorphismus
Oy = VoW pt My/gM; S pt M;/&M;

Mittels des Schnittes ¢* von p* bekommen wir einen weiteren Isomorphismus

prot ®ij i pt M/ M = pt M;/& M.
Unser Ziel ist es nun, p*o* ®;; = ®;; zu erhalten, denn dann kommt ®;; von unten:

pij = 0y M/ M = M;/& M,
und ®;; = p*p;; . Dazu betrachten wir

uij = Byyo (pot®iy) T € Aut i (pt M;/&M,).

Da p*M;/&M; ein invertierbarer A;;[T]-Modul ist, gilt fiir die Automorphismengruppe

Aut g,y (p* M; /& M) = (Al-j[T ])X Da A;j reduziert und Spec A;; zusammenhéngend
ist, folgt nach [BM, Proposition 5.12],

x x 0 falls T" ein freies Monoid ist,
(4;[T]) = 4

T falls T' eine freie Gruppe ist.
Falls T' ein Monoid ist, so ist u;; = a;; € A;j . Falls T eine Gruppe ist, so ist
X
Ujj = Q45 Tyj € Aij eT.

Wegen o*u;; = 1 ergibt sich in beiden Féllen a;; = 1. Sei nun T eine Gruppe. Wegen
Qi = u;j - (p*o* ®;5) gilt die Kozykelbedingung 75 - 7 = 73; fir alle ¢,j,k und 7 =1
fir alle :. Wir setzen 71 :=1 und 7; := 7q;. Dann ist

-1

Tij = le‘Til = Tj'TZ-
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Wenn wir nun den Isomorphismus V; : L/&L = p*M; durch

U L)GL = p*™M;, | — 771 0(0)

(]

ersetzen, erhalten wir entsprechend  w;; y

c Uy = 1. Also ist p*O'* (I)ij = (I)ij .
4. Sei nun M der Kern des A-Modul-Homomorphismus

Y M1><...><MT — HM]/&M]
i<j
(ml,...,mr) = (...,(pij(mi)—mj,...).
Dann gilt ~[T] = p*y und folglich L = p*M . Wegen M = o*p*M = o*L ist M ein
invertierbarer A-Modul und die Surjektivitat von p* gezeigt. O

Satz 4.9.
Sei X ein strikt semistabiles, zuldssiges, formelles R-Schema, sowie T entweder eine freie

abelsche Gruppe oder ein freies Monoid, jeweils mit endlicher Basis (T = 7" oder T = N").
Sei L ein Geradenbiindel auf dem Produkt X xpg Spf R(T) .

Dann gibt es eine offene Uberdeckung {X'} won X, so daf L|xix pspt rery  fred ist. Insbe-
sondere gilt

Rl(p*OXXRSpr(T) = (0)
fir die Projektion ¢ : X xpSpf R(T) — X .

Beweis:
1. Nach Satz 4.8 besitzt jeder Punkt von X eine offene, affine Umgebung Spf A mit

PicAy = PiCAo[T]. (*)

Wir betrachten das Geradenbiindel Ly := £ ®r k auf Spec Ap[T]. Wegen (*) gibt es
eine Uberdeckung {X{} von Xg,so daB Lo| Xiopkr) trivial ist. Also existiert ein globaler
Schnitt

b € Lo(X§@kk[T)),

der Ly iiber X} ®y k[T] erzeugt. Nun besitzt [ eine Liftung [° € £(X* x g Spf R(T')) . Nach
Nakayama erzeugt I* das Geradenbiindel £ iiber X° x Spf R(T) . Somit ist

Llxispspt Rty = 1 Oxispspt R(T) -

2. RI‘P*O)X(XRspf R(T) ist die Garbe, die zu der Prégarbe

U — H! <<P_1Ua OXXRSpr<T>’g0*1U) = H (U x g Spf R(T'), O(XJstpr(:m)
= Pic(U x g Spf R(T))

assozilert ist. Sei x € X . Nach 1. ist jedes Geradenbiindel auf U xp Spf R(T") lokal trivial
iiber U, das heifit trivial auf V x g Spf R(T') fiir eine geeignete Umgebung V C U von x.
Dies bedeutet, daf3

(R'0:O%psprrry), = lim Pie(U xz Spt R(T)) = (0)
Usx

ist. Der Limes wird dabei iiber alle Umgebungen U von x gebildet. Somit ist die Behauptung
gezeigt. O
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Satz 4.10.
Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietdt iber K , der ein strikt semistabiles, formelles

Modell X besitzt. Sei T entweder eine freie abelsche Gruppe oder ein freies Monoid, jeweils mit
endlicher Basis (T = Z™ oder T = N"), sowie L, ein Geradenbindel auf X, X Sp K(T).

Dann ist L, lokaltrivial iber X, im formellen Sinne beziiglich des Modells X , das heifit es
gibt eine offene Uberdeckung {X'} won X, so dafs ﬁK‘Xj;{XKSpK(ﬂ frei ist.

Beweis:

Das formelle Schema V := Spf R(T") ist formal glatt tiber R. Somit ist X xpV formal
glatt iiber X und damit reguldr nach Satz 2.7, da X nach Satz 3.5 regulér ist. Also gibt es nach
Satz 4.7 ein Geradenbiindel £ auf X xgr V', welches £, fortsetzt. Nach Satz 4.9 besitzt nun
X eine offene Uberdeckung {X'}, so daB L|xiy 1 freiist. Also ist auch L, | Xi X Sp K(T)
frei. O

Satz 4.11.

Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietdt dber K , der ein strikt semistabiles, formelles
Modell X besitzt. Sei C, := SpK((, ¢, firein c€ K° mit |¢| <1, sowie L, ein
Geradenbiindel auf X, xg C, .

Dann ist L, lokaltrivial iber X, im formellen Sinne beziiglich des Modells X , das heifit es
gibt eine offene, formelle Uberdeckung {X'} won X , so daf ﬁK‘X;(xKCK frei ist.

Beweis:
Wir betrachten die rigid analytische Varietét

D7 = SpK(cC) = {I¢I<el}.
den wir mit C,, = {|c| <|¢| <1} iiber
Cre = SpK(c'¢oeC™h) = {[¢l =1}

zudem Ball D :=SpK(¢) ={|(| <1} verkleben. Das Geradenbiindel L := EK‘XKXKCI_(

ist nach Satz 4.10 lokaltrivial iiber X, , das heifit es gibt eine formell offene Uberdeckung
{X;(} von X, mit einer Trivialisierung

i, ~
Pk - LK‘X;{XKC;{ OX;{XKCI} :

Wir nehmen nun das Geradenbiindel O, s D= auf Xﬁ( XK D und verkleben es mittels
@' dliber X xg C_ mit £K|X§(XKCK zu einem Geradenbiindel £ auf X Xg D .
Erneut nach Satz 4.10 ist Ei{ lokaltrivial tiber Xf(, das heifit es gibt eine formell offene
Uberdeckung {X¥} von X! mit

L ’X}'g XD
Auf Xﬁ{j x g C, eingeschrankt, folgt also

Lol o y o g
K‘X%XKCK K’X%XKCK X%XKC’
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4.4 Lokale Ausdehnung von Geradenbiindeln

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt damit lokal auf X rigide Geradenbiindel zu formellen
Geradenbiindeln auszudehnen. Dazu zunéchst folgendes

Lemma 4.12.

Sei S ein noethersches Schema und p:Y — S die Aufblasung in einem Ideal T, das lokal
von zwei Elementen erzeugt wird. Es gelte p,QOy = Og. Sei s ein abgeschlossener Punkt im
Zentrum Z von p und Ys:=Y xgk(s) die Faser iiber s. Sei F eine kohdrente Garbe auf' Y
mit H(Y;, F ®0, Oy,) = (0).

Dann gibt es eine offene Umgebung S' von s in S, so daf HY(Y’, Fly)) = (0) ist auf
Y':=Y x5S und die kanonische Abbildung

HO(Y', Flyr) — H(Y:, F ®0, Oy,)
surjektiv ist.

Beweis:
1. Wir ersetzen S durch eine affine, offene Umgebung S := Spec A von s, auf der Z von den
zwei globalen Elementen fy, fi1 € A erzeugt wird. Zu s gehore das maximale Ideal m C A.

Vermoge des surjektiven Morphismus

Os[To, 1] — PI". T » fi
n>0

ist Y &—— P}g ein abgeschlossenes Unterschema.

Fiir die Faser {iber s ist Yy —— IF’}C(S) abgeschlossen. Die Dimension ist dimY; = 1, denn Y

ist wegen p.Oy = Og zusammenhingend nach Zariskis Hauptsatz ([a, Corollary II1.11.3]).
Folglich gilt Y = ]P’}C(S) .

2. Vergleich von HY(Y, F) und HY(Y;, F ®0, Oy.):

Y besitzt die affine Uberdeckung U; := {T; # 0} fiir 4 = 0,1. Auch der Durchschnitt
U ==UpNU; = {% # 0} C Uy ist affin. Beziiglich dieser Uberdeckung lautet der Cech-
Komplex
5t 52
G rw, r) = U, F) = 0.
i=0,1

Fiir die Cech-Kohomologie auf Y erhalten wir die exakte Sequenz

0 — HY,F) — Pru,F > TUn,F) — HY,F) — 0. (%)
i=0,1

Tensorieren mit k(s) iiber A liefert die Cech-Kohomologie von Fs := F @0, Oy, auf Y;
beziiglich der affinen Uberdeckung {V;:=U;NY;,i=0,1} von Yj:

61®idk(s)
—

P T, F) @4 k(s) L(Uot, F)®ak(s) — H'(Y,F)®ak(s) — 0

i=0,1

51
T(Vi, Fs) =, T (Vor, Fs) — H(Ys, Fs) — 0.
i=0,1



KAPITEL 4. GERADENBUNDEL 47

Nach Definition von F ®p, Oy, ist §'® id,(s) = 5}1,3 . Also haben wir den Isomorphismus

HY(Y, F)/m -H'(Y, F) = H'Y, F)®@ak(s) = H'(Y,, F @0, Oy,) = (0).

3. Nach 2. gilt iiber dem lokalen Ring A, bei s
M- H(Y, Flw = (m-H(Y, 7)), = H(Y, Flu.

Da F kohérent und p projektiv ist, ist Hl(Y, F) ein endlicher A-Modul. Deshalb folgt mit
Nakayama
(R'pF)s = H(Y, Flm = (0)
und es gibt eine offene affine Umgebung S’ von s in S mit (R'p.F)|s = (0). Also ist auf
Y =Y x S S’
HI(Y', Fly) = (0).

4. Wir ersetzen nun S durch S’ und betrachten die exakte Sequenz (x). Mit 3. lautet diese

0 — H(Y.F) — Prw, s 2 MU, F) — 0.
i=0,1

Tensorieren mit dem A-Modul k(s) liefert die exakte Sequenz

51
HO(Y, F)@ak(s) = @ TV F) = T(Vor, 7o) — 0.
1=0,1

Also ist « (HO(Y, F)®ak(s)) = ker 531/3 = H%Y;, F ®0, Oy,) und somit
H(Y, F) — BHYY, F)@ak(s) —= H'(Ys, F @0, Oy,) surjektiv. O

Fiir den Satz iiber die lokale Ausdehnung benétigen wir aulerdem folgendes

Lemma 4.13.

Sei S ein noethersches, formelles R-Schema und p : Y — S die Aufblasung in einem
offenen Ideal T, das lokal von zwei Elementen erzeugt wird. Es sei p,QOy = Og . Das Zentrum
Z won p sei zusammenhdngend und die zuriickgezogene Garbe J = T - Oy induziere das

Geradenbiindel Opi1(1) auf den Fasern tber allen Punkten von Z . Sei L ein Geradenbiindel
auf Y.

Dann gibt es einn € Z, so dafl ps« (L Qp, J*") ein Geradenbiindel auf S ist und
P i (L @0y T®) = Lo, T

Beweis:

1. Fiir die Faser iiber jedem s€ Z C V(w) ist Yy —— P,lc(s) abgeschlossen. Die Dimension
ist dimYs; =1, denn Yj ist wegen p,Oy = Og zusammenhingend nach Zariskis Hauptsatz
([Ha, Corollary III.11.3]). Also gilt Yy = ]P’Ilg(s) und somit Lg := L ®p, Oy, = O(n(s))
fiir ein n(s) € Z. Wir wihlen nun einen abgeschlossenen Punkt s € Z, setzen n = n(s)
und ersetzen £ durch £ ®p, J® ™. Dannist n(s) =0 und H'(Y;, £s) = (0). Sei f; das

globale Element von H°(Yj, L), welches den Isomorphismus £, & Oy, liefert.

Wir betrachten eine offene, affine Umgebung Spf A von s. Diese ist algebraisierbar durch
das Schema S’ := Spec A. Da p die Aufblasung in dem offenen Ideal Z ist, ist Y xg Spf A
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ebenfalls algebraisierbar, etwa durch das S’-Schema Y’. Da Y’ projektiv iiber S’ ist, kommt
das Geradenbiindel £ nach dem formellen GAGA ([ , 111, Corollaire 5.1.6]) von einem alge-
braischen Geradenbiindel £ auf Y. Wegen Lemma 4.12 gibt es nach eventueller Verkleinerung
von S’ ein f € HY(Y’, £') mit

I

HO(Y,a El) - HO(Y'Sa ﬁs) HO(Y:% OY5>
f = s = 1.
Wir betrachten den Garbenmorphismus auf Y’
A: Oy — L', 1 — f.

Fiir jedes y € Y, ist Ay : Oyy — E/y = Oy, surjektiv nach Nakayama, denn die
Abbildung ist surjektiv modulo des maximalen Ideals von Oy, .

Ay @ idgyy 0 k(y) T Ly ®o,, ky) = k(y)
1 — fel — 1.

Alsoist Ay : Oyry — Ly = Oy, bijektiv.

N := Supp(ker \) U Supp(coker \) ist abgeschlossen in Y’ und N NY; = (. Folglich ist
p(N) C 8" abgeschlossen und U’ := S’ — p(N) eine offene Umgebung von s in S’. Auf
p~1(U') ist also

)\‘p—l(U/) : Op—l(U’) = ‘C/|p_1(U’)
bijektiv. Erneut nach dem GAGA-Prinzip ([ , ITI, Corollaire 5.1.3]) liefert dies oberhalb
der zu U’ gehorenden formellen, offenen Umgebung U von s einen Isomorphismus der formellen
Geradenbiindel

Opfl(U) N—) £’p71(U) .

2. Firalle seUNZ gilt deshalb L£;= Oy, und n(s) =0. Also ist n lokal konstant auf
Z . Da Z zusammenhéingend ist, ist n(s) =0 konstant.

Nun liefert 1. eine Trivialisierung Op-1(y,) = Ll,-1(,) beziiglich einer offenen, formellen
Uberdeckung {U;} von S. Somit ist

(p*‘c)’Uz = p*‘C’p*l(Ui) = D+ Opfl(Ui) = OUia

also p,L ein Geradenbiindel auf .S und

I

P PL) 1y = p*((p#)!m) = p'Ou, = Opy Ll »

also die kanonische Abbildung p* p,L — L ein Isomorphismus. O

Damit sind wir in der Lage, den Satz iiber die lokale Ausdehnung rigider Geradenbiindel zu
beweisen. Wir beniitzen dabei die Desingularisierungsprozedur aus Abschnitt 3.2.

Satz 4.14.
Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietdt tiber K , welche ein strikt semistabiles, formelles
Modell X habe. Man betrachte die beiden folgenden Situationen:

a) Sei V. eine rigid analytische Varietit iber K , welche die Bedingung () von Seite 25
erfiille und L, ein Geradenbiindel auf X, xx V. .
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b) Sei R C R’ eine verzweigte Erweiterung diskreter Bewertungsringe, K' der Quotien-
tenkorper von R und L, ein Geradenbiindel auf X, xxg K'.

Dann gibt es eine offene, formelle Uberdeckung U* von X , so dafi sich L, zu Geradenbindeln
Li auf U'xgV  beziehungsweise U'x R’ ausdehnen lift. Die Uberdeckung U* hingt dabei
nicht von L, ab.

Beweis:

1. Sei =z € Xy ein Punkt der speziellen Faser. Wir miissen eine offene Umgebung U von
x unabhéngig von £, finden, so dal sich £, zu einem Geradenbiindel £ auf U xp V
beziehungsweise auf U xpr R’ ausdehnt. Nach Satz 3.4 gibt es eine offene Umgebung U
von x, welche formal glatt ist iiber dem formellen Schema

SPER (€1, -, ) /(€1 -+ Em— ).

Dann ist im Fall a) Y :=U xgV formal glatt iiber
S = Spr<£1,...,fm, Cla---aCn>/(§1 '...'gm—ﬂ', Cl'---'Cn_Tr)
beziehungsweise im Fall b) Y := U xg R’ formal glatt iiber

S = SpER (€1 m) [ (€1 b — ),

wobei e der Verzweigungsindex von R’ iiber R ist. Nun desingularisieren wir S gemifl Lem-
ma 3.9 beziehungsweise Lemma 3.10 und erhalten nach Basiswechsel mit Y

Y Y = S/XSY
S S’

Da Y’ formal glatt iiber dem reguldren, formellen Schema S’ ist, ist nach Satz 2.7 auch Y’
regulér. Also dehnt sich nach Satz 4.7 das Geradenbiindel £, auf Y;/< = Y, zu einem
Geradenbiindel £" auf Y’ aus. Dieses mufl nun schrittweise zu einem Geradenbiindel £ auf Y

absteigen.

2. Die Desingularisierung wird gemafl Lemma 3.9 beziehungsweise Lemma 3.10 durch schritt-
weises Aufblasen erhalten. Fiir jede Aufblasung p : S**!' — S¥ in dem offenen Ideal
7Y C Ogv betrachten wir das Diagramm

q

YV Yz/—l—l — SV+1 X gu YV
SV p Su+1

Da Y¥*! iiber S¥*! flach ist, ist ¢: Y*T! — Y¥ die Aufblasung von Y” in J := 7" Oy .

Auf Y”*! haben wir aufgrund der Induktionshypothese eine Ausdehnung £“*! des Geraden-
biindels £,. . Wir miissen daraus ein entsprechendes Geradenbiindel £” auf Y konstruieren.

Sei W¥ das Zentrum der Aufblasung p. Da S” nach Lemma 3.9 beziehungsweise Lemma 3.10
normal ist, gilt p.Ogq+1 = Ogv und nach Zariskis Hauptsatz ([Ha, Corollary II1.11.3])
folglich

wr = {seS”: pil(s):IP’}c(s)}; p: SUTL_pT W) s SV W,
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Sei ZY:= WY xgv Y”. Dann ist Z¥ das Zentrum der Aufblasung ¢, das heifit
Zv = {yey”: q—l(y) — Pllc(y)} : q: yvtl _q—l(Zu) ~ L yv_gv

Nach Lemma 3.9 beziehungsweise Lemma 3.10 ist W¥ und damit auch Z" die Vereinigung
von Komponenten der Form

V(m, &, i€ M) xg V(m, ¢, 5 € N) xi (B)" = Xo xx Vg¥ xi (Py)"
im Fall a), beziehungsweise der Form
Vi(m & i€ M) i (Py)" = Xo' =i (By)"

im Fall b). Jedes Stratum X}/ zerfillt in irreduzible Komponenten. Da es iiber k glatt ist,
gibt es nur eine Komponente, auf welcher der Punkt x liegt. Wir verkleinern nun U zu einer
offenen Umgebung von z, so dafl es von jedem Stratum Xéw nur diese Komponente enthélt.
Dazu entfernen wir die iibrigen Komponenten der Strata. Diese sind abgeschlossen. Nach der
Verkleinerung sind die Strata Xé\/[ somit irreduzibel.

Da die VON nach Voraussetzung geometrisch irreduzibel sind, zerfillt Z" in die irreduziblen
Komponenten Xé\/[ Xk VON Xk (IP’}C)&, beziehungsweise Xé‘/[ Xk (]P’,lg)a, die sich alle in ei-
nem Punkt iiber {z} xj; Vp beziehungsweise iiber {x} schneiden (vergleiche Lemma 3.9 ¢
beziehungsweise Lemma 3.10 c). Dies bedeutet, Z" ist zusammenh#ngend.

3. Die zuriickgezogene Garbe J - Oywv+1 induziert das Geradenbiindel Opi(1) auf den
Fasern iiber allen Punkten des Zentrums Z” von ¢, denn nach Lemma 3.9 beziehungsweise
Lemma 3.10 gilt dies entsprechend fiir die Aufblasung p von Z" in S und ihr Zentrum WV .

Nach Lemma 3.9 beziehungsweise Lemma 3.10 ist S¥ normal. Also gilt p,Ogv+1 = Ogr und
wegen der Flachheit von Y {iiber S¥ auch ¢,Oyv+1 = Oyv .

Nach Lemma 4.13 148t sich somit das Geradenbiindel £/t auf Y1 mittels J modifizieren,
so dal das modifizierte Biindel zu einem Geradenbiindel £” auf Y absteigt. Da 7, = (’)yK
ist, wird bei der Modifizierung das rigide Geradenbiindel £, nicht veréndert. Das dadurch
gewonnene Geradenbiindel L£" ist somit eine Ausdehnung von £, auf Y”.

Insgesamt erhalten wir also eine Ausdehnung £ von £, auf Y. O
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4.5 Der multiplikative Anteil

In diesem Abschnitt wollen wir erklidren, was wir unter dem multiplikativen Anteil eines Gera-
denbiindels £ verstehen. Wir werden zeigen, daf} sich ein rigides Geradenbiindel mit trivialem
multiplikativen Anteil global zu einem formellen Geradenbiindel ausdehnen 148t.

Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietét {iber K mit strikt semistabilem, formellem Modell
X, sowie V. eine rigid analytische Varietit tiber K, welche die Bedingung (*) von Seite 25
erfiille. Wir betrachten die beiden Félle:

1. L ist ein Geradenbiindel auf X, xg V. .

2. L ist ein Geradenbiindel auf X xp Spf R(Z").

1. Fall

Satz 4.15.

Sei X, eine glatte, rigid analytische Varietdt mit strikt semistabilem, formellem Modell X
und V. eine glatte, rigid analytische Varietdt mit formellem Modell V', welches formal glatt
iber R(&1,...,&s+41) /(&1 . .-&+1—m) st und die Bedingung (%) von Seite 25 erfiille. Ferner
sei v, € V.(K) ein Punkt oberhalb von {& =...=¢& =1} und L, ein Geradenbiindel
auf X, Xk V., welches entlang v, trivialisiert ist.

Dann zerfillt L, in zwei Geradenbindel L, = M, @ N, , wobei

a) M, =2 (' ®...0&%) durch ny,...,ns € HY(X, Z) gegeben ist und
b) N, wvon einem formellen Geradenbiindel N auf X xpgV herrihrt.

Die Zerlegung von L, ist eindeutig und ergibt eine Zerlegung
Pic(X, xx V,) = HYX, Z)* @ Pic(X xz V).

Beweis:
1. Nach Satz 4.14 gibt es eine offene formelle Uberdeckung X von X und ein formelles
Geradenbiindel £ auf der disjunkten Vereinigung

Y = X'xpV = HXZXRV

welches das rigide Geradenbiindel 5% =p*L, auf

YI/{ — Y/®RK — X;(XKVK = HXQXKVK

fortsetzt. Dabei betrachten wir die Abbildungen

p1 p

Y = YxyY = ¥V 2 Y = XxpV  und
D2
Y/ = Yixy Y. == Y. e Y. = Xxg Vi

p2
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mit den Projektionen p; und ps auf die entsprechenden Faktoren und der natiirlichen Abbil-
dung p. Da L, entlang v, trivialisiert ist, 1a8t sich die Ausdehnung £’ so wihlen, da8 sie
entlang v trivialisiert ist.

Das Geradenbiindel E;{ ist isomorph zu p* L, . Dies liefert ein Descent-Datum auf Y;{’

ot (P1L),, = (L),

(vergleiche Abschnitt 2.3). Wir betrachten nun das formelle Geradenbiindel
H = Hom,, (p{[l’,péﬁ')

auf Y und das zugehorige rigide Geradenbiindel auf Y”
H, = HrK = 'Homyg ((p’f ')rig , (pzﬁl)ﬂg).

@, ist also ein globaler Schnitt in Isom,,, ((p“{ﬁ’) o (p5L") g) C I(Y,!, H, ). Da L' entlang
K r1 Tl
v trivialisiert ist, ist auch H dort trivialisiert, etwa durch 0 : (idx» xv)*H =— Ox» .

2. Sei U eine Zusammenhangskomponente von X" := X’ xx X’. Dann a8t sich U nach
Satz 3.4 als Vereinigung offener Teilmengen U" schreiben, welche die Bedingung (an X') von
Lemma 3.13 erfiillen. Nach Lemma 3.13 ist also

— v ¢ny n
SOK‘U;'(XKVK — a/yw 1 55

fiir a, € Ox» (UI’;)X , ¥¥ €lsomy,, . (pi£", p3L') und eindeutig bestimmte ng € Z(U").
Da jeder Punkt in U*NU" eine Umgebung wie in Lemma 3.13 besitzt, hdngen die n, nicht
von v ab, sind also lokal konstant auf X”. Das heifit sie bilden Elemente n, € Z(X"). Die
Kozykelbedingung fiir ¢, besagt nun, da n, € HY(X, Z) ist.

Wir definieren das Geradenbiindel M, := (' ®...® ) auf X, xg V. folgen-
dermaflen. Auf X;( xg V. sei M, trivial und die Verklebung erfolge durch den Kozyklus

"' ®...®& . Ferner definieren wir N, := £, ® M. Dannist p*L, = p*N, auf Y’ und
das entsprechende Descent-Datum fiir NV, ist

PRGN ®...O&™
Es ist nun  Q(v*y) € Oxn(U")" . Ersetzen wir also ¢” durch 6(v*¢*)~'" und a, durch
a, O(v* YY) € Oxn (U;)X ,s0ist O(v*Y”) =1 und a, =v*aq, somit eindeutig bestimmt.

Dies zeigt, dal auch a = a, nicht von v abhingt und a € (’);(,, (X)) einen Kozyklus
K

bildet. Da L iiber v, trivialisiert ist, ist a ein Korand. Also kénnen wir den Isomorphismus
von L' mit p*N so dndern, da§ das Descent-Datum fiir V. die Form

<p;( = ¢K®a_1®§f”1®...®§8_”5

hat. Auf Ul xg Vi ist @ [ur xxv, =" Dies zeigt, dal [¢] (y)] =1 ist fiir alle Punkte
y € Y] Somit 1aBt sich ¢/ nach Lemma 2.16 zu einem Descent-Datum

/

o piL = piL

ausdehnen. ' erfiillt die Kozykelbedingung, da ¢’ sie erfiillt. Also steigt £’ nach Satz 2.18
wie gewiinscht zu einem Geradenbiindel N auf X xpV ab. O
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Definition 4.16.
In der Situation von Satz 4.15 ist der multiplikative Anteil des Geradenbiindels £, das Gera-
denbiindel

M, = (0.0

aus Satz 4.15, welches durch die Kohomologieklassen nq,...,ns € H! (X, Z) gegeben ist.

2. Fall:

Sei X ein strikt semistabiles, zulissiges, formelles R-Schema und 7T = Spf R(Z") ein formeller
Torus. Sei £ ein Geradenbiindel auf X xp T. Wir wollen £ ein Geradenbiindel M auf
X xgT zuordnen, das wir den multiplikativen Anteil von £ nennen werden. Wir gehen dabei
folgendermaflen vor.

1. Wir betrachten die Projektion
v: XxgT — X.

Fiir die Garbe von abelschen Gruppen O;XRT auf X xrT gibt es eine Leray-Spektral-

sequenz, welche wie folgt konvergiert

EP? = HP(X, Rip.O = HPYYX xpT, O

X X
XXRT) XXRT)

(vergleiche [Ro, Seiten 3501f.]). Die exakte Sequenz der niedrigen Terme lautet

X

0 — HY(X, 9.0 XXRT)‘

) —— HU(X xRT, 0y, ) — H(X,R'p.0

Nach Satz 4.9 ist RIQD*OX

XxpT = 0 . Wir bekommen also einen Isomorphismus

a L PiC(X XRT) — Hl(Xv Qp*oj(xRT)'

2. Es gibt einen Morphismus von Garben auf X
— 7.

ord : (’D*O;XRT

Dieser 148t sich wie folgt beschreiben. Sei U eine offene Teilmenge von X . Ohne Einschrinkung
sei U zusammenhéngend. Dann ist

X
X X

(£:0% ) ) = Oy U xn D) = (Ox()(@)) = A7

Wir withlen Koordinaten auf dem Torus, T = Spf R(¢™!, ..., () . Nach | , Lemma 9.7.1.1],
ist dann jedes a € A™ von der Form

a = u- (oG- (1+h),

fiir v € (’)X(U)X, heA mit |hlsp A, <1 und eindeutig bestimmte n; € Z. Wir definieren
nun

ord(a) := (ny1,...,n,) € Z" = Z"(U).
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Dies ist vertriglich mit Einschrinkungen p: U’ —— U, denn unter der zugehorigen Abbil-
dung p*: A — Ox(U')(Z") =1 B wird a zu

pra = (p u) ¢t G (T4 p"h).

Dabei ist p*u € Ox(U')" nach wie vor eine Einheit und |p* hlsp B, < 1 nach Lem-
ma 2.15. Somit ist ord ein Garbenmorphismus auf X und wir erhalten einen Morphismus
der Kohomologiegruppen

H'(ord) : HYX, 0.0 — HYX,Z").

X
X x RT>
Insgesamt erhalten wir also einen Morphismus

mult := H'(ord)oa™': Pic(X xzT) — HY(X,Z)".

Definition 4.17. -
Der multiplikative Anteil des Geradenbiindels £ auf X xz T ist das Element

mult(£) € HY(X,Z)".

Ferner erhalten wir folgendes

Lemma 4.18.

Durch HY(X, Z)" — Pic(X xgT), (n1,...,n;) = (" ®...@¢" wird mult(L) auf
ein Geradenbiindel M abgebildet. Dann zerfillt das Geradenbiindel L & M’ auf X xpT
in das Produkt des Riicktransports eines Geradenbiindels N auf X und eines Geradenbiindels
H auf X xrT, fir deis H®prk trivial ist.

Beweis:
Dies folgt aus obiger Zerlegung der Einheiten a=wu (" -...- ¢ - (1+h). O



Kapitel 5

Der Bewelils

5.1 Die Darstellung des Funktors P_iC)()(K /K

In diesem Kapitel werden wir Satz 4.5 beweisen. Sei also X, eine eigentliche, glatte, zusam-
menh#ngende, rigid analytische Varietét iiber K mit strikt semistabilem, formellem Modell X
iiber R und einem Punkt z, € X, (K).

Sei R, :=R/(7"*!) und X, := X xgR, . Dann ist X,, ein eigentliches, flaches R,-Schema.
Die Faser X iiber dem einzigen Punkt Speck von SpecR, ist nach Definition 3.1 b)
geometrisch reduziert. Ferner dehnt sich der K-wertige Punkt z,, von X, zu einem R-wertigen
Punkt = von X aus. Dieser reduziert zu =z, € X,(R,). Nach klassischen Resultaten von M.
Artin (] , Theorem 7.3]) ist deshalb Picy, g, darstellbar durch einen algebraischen
Raum, lokal von endlichem Typ iiber R,,. Da R;, artinsch und Picy, /g, ein Gruppenobjekt
ist, ist Picy, /g, mnach [ , Theorem 3.5] ein Schema, und nach | , IV, Proposition
2.7.1] lokal von endlichem Typ iiber R, . Sei P! die Zusammenhangskomponente, die das
neutrale Element enthélt. Dann stellt P/ den Funktor Pic)o(n /Ry, dar und ist nach [ , L
Exposé VIu, Proposition 2.4] von endlichem Typ iiber R,, . Das neutrale Element der Gruppe
P! ist ein R,-wertiger Punkt 1. Weiter existiert auf X, xg, P/ das Poincaré-Biindel P}, .
Dieses ist trivial entlang X, x {1} und rigidifiziert mittels p,: Op; = (2, x idp;)* Py, .

Da P}, xg, R,-1 die Eins-Komponente von Picx, /r, Xr,Rn-1 ist, stellt P, xg, Ry1
nach Lemma 4.3 den Funktor Picg(n_1 /Rt dar und ist somit kanonisch isomorph zu Pﬁ—l .

Folglich existiert der direkte Limes
P = lim P).

Der topologische Raum Pj von P’ ist quasikompakt. Die Strukturgarbe ist

OP’ ;= lim OPT/L
P’ ist ein formelles Schema, topologisch von endlichem Typ iiber R nach | , I, Propo-
sition 10.6.3 und Corollaire 10.6.4] und [ , I, Lemma 1.5]. Da R noethersch ist, ist P’
dariiberhinaus topologisch von endlicher Darstellung iiber R.
Es ist P, = P, ®r,,, Rn. Das inverse System der P;, besitzt somit als Limes das
Geradenbiindel

P = lim P},

95
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auf X xp P’ (vergleiche [I1a, Proposition 11.9.6]). Der R-wertige Punkt 1:=1lim 1 ist das

neutrale Element der Gruppe P’. Entlang X x {1} ist P’ trivial. Das inverse System der
Rigidifizierungen p), ergibt eine Rigidifizierung p: Opr == (z x idp/)* P’.

Das formelle Schema P’ ist nicht notwendig flach iiber R . Dies liegt im wesentlichen daran, daf

es Geradenbiindel auf X,, geben kann, die sich nicht zu Geradenbiindeln auf X, ausdehnen.

Da wir jedoch nur an der Darstellbarkeit des Funktors Pic)O( K interessiert sind, dividieren
K

wir die m-Torsion von P’ aus. Das heifit zu jeder affinen, offenen Teilmenge Spf A’ von P’
betrachten wir
A = A J{a€A: 7m"a=0 firein neN}.

Dann ist A’ ohne R-Torsion und folglich flach iiber R . Ferner faktorisiert jeder Morphismus ¢
von A’ in eine flache R-Algebra B durch A/, da ¢ das 7-Torsionsideal von A’ in dasjenige von
B abbildet. Letzteres ist aber gleich (0). Somit lassen sich die Spf A’ zu einem zulissigen,
formellen R-Schema verkleben und dieses ist ein Gruppenschema. Sei P/, die Zusammen-
hangskomponente dieses Schemas, welche den R-wertigen Punkt 1 enthilt, also

P’ C P'/(mx-Torsion) &—— P

Dann besitzt P’ die Eigenschaft, daf jeder Morphismus von einem zusammenhingenden,
zuliissigen, formellen R-Schema V nach P’ durch P’ faktorisiert. Der Riicktransport des Ge-
radenbiindels P’ nach X xg P’ liefert ein rigidifiziertes Geradenbiindel P’ , trivial entlang
X x {1}. Dieses ist das Poincaré-Biindel, denn es gilt der

Satz 5.1.

Das punktierte, zulissige, formelle R-Schema (P’, 1) stellt den Funktor Picg(/R der Ti-
gidifizierten und trivialisierten Geradenbiindel auf der Kategorie der zusammenhdngenden,
zuldssigen, formellen R-Schemata dar.

Beweis:

Sei V' ein zusammenhingendes, zulissiges, formelles R-Schema und v € V(R). Weiter sei £
ein rigidifiziertes Geradenbiindel auf X x g V', trivial entlang X x {v}. Dannist L®pg R,
ein entsprechendes Geradenbiindel auf X, xg, V,,. Also gibt es einen eindeutig bestimmten
Morphismus  f, : V,, — P, und einen Isomorphismus

©On - E@RRn - (ian an)*'P;l.

Wegen der Eindeutigkeit von f, gilt f,11 ®g,.., Rn = fn. Also setzen sich die f,, zu einem

eindeutig bestimmten Morphismus

n—+1

f: Vv — P

zusammen, der durch P’ faktorisiert, da V flach iiber R und zusammenhiingend ist. Es gilt
f(v) = 1. Da die ¢,, die Rigidifizierung respektieren, folgt analog zu Lemma 4.4, dafl sie
eindeutig bestimmt sind. Also setzen sie sich zu dem Isomorphismus ¢ : £ =— (idy xf)* P’
zusammen. O

Wir betrachten nun die rigid analytische Gruppenvarietét ﬁrig . Diese ist nicht notwendiger-
weise glatt tiber K . Falls K Charakteristik 0 hat, ist jedoch die Varietét

PK = (ﬁrig ) red = (ﬁred )

geometrisch reduziert. Falls K Charakteristik ungleich 0 hat, 148t sich im allgemeinen nicht
erreichen, dafl eine integre, rigid analytische Gruppenvarietit geometrisch reduziert ist, selbst
wenn wir zuvor zu einer endlichen Koérpererweiterung von K {ibergehen. Dies zeigt folgendes

rig
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Beispiel 5.1.1. Sei k := F,(t,,n € N), R := kfu] und K := k((u)). Das heifit ¢, sind
Variablen mit Betrag 1 und w ist eine Variable mit Betrag kleiner 1. Nun sei

A = K(ST) /(5" =Y u't,T")

n>1

Dann ist Sp A, eine integere, rigid analytische Untergruppenvarietéit von @(i ki - Fiir einen
topologisch, algebraischen Abschluff K von K ist A, ®@xK nicht reduziert, weil sich die p-
te Wurzel der Summe ziehen 148t. Jedoch 14t sich die p-te Wurzel nach keiner endlichen
Korpererweiterung K’ von K ziehen, und somit ist A, ®x K’ nach wie vor reduziert.

Im folgenden betrachten wir den Fall, in dem P, geometrisch reduziert ist, wobei wir den
Ubergang zu einer endlichen, separablen Korpererweiterung zulassen. Falls char K = 0 ist,
gilt dies. Dieses ist die einzige Stelle im Beweis von Satz 4.5, an der wir char K = (0 bendétigen
(vergleiche Bemerkung 4.5.2). Der Punkt 1 € P’(R) ergibt einen Punkt 1€ P, (K) da R
reduziert ist.

Wenden wir das Theorem iiber die reduzierte Faser (| , IV, Theorem 2.1]) auf das formelle
R-Schema P’ _, an, so erhalten wir nach einer endlichen, generisch separablen Ringerweiterung
ein zulissiges, formelles R-Schema P mit geometrisch reduzierten Fasern, sowie einen endlichen
Morphismus
F - ﬁrcd

mit P, = P, . Da Py ein geometrisch reduziertes Gruppenschema ist, ist Po glatt iiber Rg
nach | , I, Exposé VIa, Proposition 1.3.1]. Folglich ist P nach | , II, Lemma 1.2]
glatt iiber R.

Mit P, ist auch P, quasikompakt nach | , I, Theorem 4.1]. Deshalb existiert das
formelle Néron-Modell von P, (vergleiche [BS, Theorem 1.2]) und dieses ist gleich P nach
[3S, Proposition 2.3]. Das heifit, P besitzt die universelle Eigenschaft des Néron-Modells:

Fiir jedes glatte, zuldssige, formelle R-Schema V dehnt sich jeder Morphismus von rigiden
K-Varietdten f, :V, — P, zueinem eindeutig bestimmten Morphismus f:V — P
aus.

Insbesondere dehnt sich 1 € P, (K) zu 1 € P(R) aus. Wir erhalten insgesamt einen
endlichen Morphismus

g: P — P
Der Riicktransport von P’ unter g ist ein Geradenbiindel P auf X x P, welches entlang
{z} x P rigidifiziert und entlang X x {1} trivial ist. Es gilt nun der

Satz 5.2.
Die punktierte, rigid analytische Varietit (P, 1) stellt den Funktor Piic?(K /K dar.

Beweis:

Sei V. eine glatte, zusammenhéngende, rigid analytische Varietdt iiber K mit glattem, for-
mellem Modell V', sowie v, € V, (K). Weiter sei £, ein rigidifiziertes Geradenbiindel auf
X, XKV, , trivial entlang X, x {v, }. Der Punkt v, dehnt sich zu einem Punkt v € V(R)
aus. Nach Satz 2.7 ist nun X xpV regulédr und es existiert eine Ausdehnung £ von £, nach
Satz 4.7. Diese kann so gewéhlt werden, daf§ sie entlang {x} x V' rigidifiziert und entlang
X x {v} trivial ist. Dadurch ist sie eindeutig bestimmt, wie wir weiter unten sehen werden.
Sie induziert nach Satz 5.1 einen eindeutig bestimmten Morphismus

ff: v — P
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mit £ = (idy xf/)*P’. Auf den generischen Fasern erhalten wir somit einen Morphismus

/
frig :

VK - prig’

der durch die reduzierte Untervarietat ﬁK faktorisiert, da V). reduziert ist. Nach der univer-
sellen Eigenschaft des Néron-Modells gibt es also einen Morphismus

f: Vv — P.

Da fl =g.,0/f, istglt f =gof (vergleiche [ , I, Aussage (b) im Beweis von
Theorem 4.1]). Dies bedeutet, daB £ = (idy xf)*P ist. Damit f und somit auch f,,
eindeutig bestimmt ist, bleibt nun noch zu zeigen, daf§ £ durch £, eindeutig bestimmt ist.
Dies ist nach dem folgenden Lemma 5.3 der Fall. 0

Bemerkung 5.2.1.

Der Beweis von Satz 5.2 zeigt ferner, dal das punktierte, formelle R-Schema (P, 1) den
Funktor Pic)o( /R der rigidifizierten und trivialisierten Geradenbiindel auf der Kategorie der
glatten, zusammenhéngenden, zuléssigen, formellen R-Schemata darstellt.

Lemma 5.3.

Sei V' ein zuldssiges, formelles Schema diber R mit reduzierter spezieller Faser. Sei ferner
f:V — P ein Morphismus, welcher das formelle Geradenbiindel L := (idx xf)*P auf
X xrpV  induziere. Dann gilt:

Falls £L ®r K trivial ist, so ist bereits L trivial.

Beweis:

Sei w € V(R') fiir den Bewertungsring R’ einer endlichen Erweiterung K’ von K . Dann wird
das formelle Geradenbiindel £’ := (idx xw)*L auf X' := X xg R’ von dem Morphismus
gofow: R — P — P’ induziert. Wir betrachten X’ als formelles R’-Schema. Die spezielle
Faser iiber dem Restklassenkérper k' von R’ ist

X(/) = X/XR/]{?, = XO ka‘,

und somit geometrisch reduziert, da Xy geometrisch reduziert ist. Also trigt das Geraden-
biindel £ := L @p K' eine Norm wie in Abschnitt 2.2 beschrieben. Nach Voraussetzung
ist E’K . trivial und es gibt einen globalen Schnitt 0 # [ € T'(X ;{ s E’K ,), der E;{ ., erzeugt.
Nach Lemma 2.12 148t sich | normieren zu \Z\X;{, = 1. Damit ist [ € I'(X’, £) nach
Lemma 2.16 und Iy := [ Qg k' # 0 ein globaler Schnitt von Lf := L' ®p k' iiber X|.
Wir miissen zeigen, daf [ nullstellenfrei auf X’ ist. Sei dazu i : Cp —— X|| eine komplette,
integre Kurve in X, mit i*lp # 0. Da L{ € Pic)o((,)/k,(k:’) ist, gehort die Restriktion ¢*L,
zu Picg0 s (k') das heifit deg(i*Lj) = 0. Nachdem *ly ohne Polstelle auf Cj ist, hat
i*ly folglich auch keine Nullstelle auf Cp. Also ist i*£' = O¢, und i*ly konstant. Da sich
je zwei Punkte von X, durch eine Kette kompletter, integrer Kurven miteinander verbinden
lassen und X|) reduziert ist, ist lp # 0 konstant auf X, und folglich £’ = Oy .

Somit ist f(w) =1¢€ E und da Vj reduziert ist, bildet f nach Lemma 2.8 ganz V' auf das
neutrale Element 1 von P’ ab. Dies bedeutet, dafl £ trivial ist. O
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5.2 Die Struktur von P,

Wir wollen nun die Struktur von fK studieren. Dazu betrachten wir zunéchst die spezielle
Faser Py von P. Diese ist ein glattes, zusammenhingendes, kommutatives Gruppenschema
itber k. Uber einem algebraischen Abschlul k von k ist Py ®; k deshalb nach einem Satz
von C. Chevalley (siehe | , Theorem 9.2.1]) eine Erweiterung

1—)LE—)?O®’€E—)BE—>1

einer abelschen Varietdt B_ durch eine glatte, zusammenhéngende, lineare Gruppe L_. Nach
[ , I, Exposé XVII, Théoréeme 7.2.1] ist

LE = TE XE UE
das direkte Produkt einer Gruppe T von multiplikativem Typ und einer unipotenten Gruppe
U_.Da L_ glatt tiber %, affin und zusammenhéngend ist, gilt dies fiir 7" und U_ ebenso. Nach
[ , 11, Exposé X, Proposition 1.4] ist T diagonalisierbar, das heif}t
T = Speck[M] = (Hom(Z, M));

k

fiir eine abelsche Gruppe M . Da T’ von endlichem Typ tiber k ist, ist M nach | , 11, Ex-
posé VIII, Proposition 2.1] endlich erzeugt und folglich eine direkte Summe einer freien Gruppe
mit einer endlichen Gruppe. Nach [ , I, Exposé VIII, Théoréme 3.1] ist T’ entsprechend
das Produkt eines Torus mit einer endlichen k-Gruppe. Da T° zusammenhéngend und glatt
ist, ist der Torsionsanteil von M trivial (vergleiche | , I, Exposé VIII, Proposition 2.1]).
Also ist T = G;%E ein Torus.

Nachdem in obiger Uberlegung alle Schemata und Morphismen von endlichem Typ iiber k
sind, sind sie bereits iiber einer endlichen Erweiterung &’ von k definiert, nach Basiswechsel
mit einer geeigneten endlichen, generisch separablen Erweiterung von R also iiber & :

1 — Gy, xx U, — Py — B, — 1.

Wir wollen nun zeigen, dafl der unipotente Anteil U, trivial ist. Nach | , II, Exposé
XVII, Proposition 4.1.1] ist dies gleichbedeutend damit, dafi Py keine additive Gruppe G,
enthélt.

Wir nehmen also an, es giibe eine additive Gruppe in Pq
Gor “—— Py.

Dann dehnt sich diese wegen der Glattheit von P zu einem Morphismus ]D)Ilz — P (] , 11,
Lemma 1.4]) aus. Dieser induziert ein Geradenbiindel £ auf X xz D7, welches iiber 0 € D},
trivial ist. Nach Satz 4.9 ist £ lokaltrivial iiber X , das heifit es gibt eine offene Uberdeckung
{X?} von X, so dal £|Xi><R]D)}{ frei ist. Die Verklebung iiber X% := X'N X7 erfolgt

durch Einheiten wu;; € Ox(X%¥){¢)". Diese sind von der Form
wij = aij(1 4 hij),

wobei a;; € Ox(X¥)" und hy; € Ox(XY){¢) mit |hij| <1 und hy;(0) =0 ist. Da £
iiber 0 trivial ist, bilden die a;; einen Korand. Modulo 7 ist folglich w;; = a;; ein Korand und
somit Ly trivial. Dies bedeutet, dafl der ganze G, auf das neutrale Element 1 € Py C P}
abgebildet wird. Da mit g auch der Morphismus gg : Pg — P’g endlich ist (vergleiche
[ , Theorem 6.3.5.1]) wird somit die ganze additive Gruppe G, auf 1 € Py abgebildet.
Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme. Also haben wir gezeigt:
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Satz 5.4.
Nach einer geeigneten endlichen, generisch separablen Ringerweiterung von R besitzt P split
semiabelsche Reduktion, das heifit die spezielle Faser Pqy ist eine Erweiterung

1—>an’k—>?0—>Bk—>l

einer abelschen Varietit B, durch einen Torus G . .

Die Torusuntergruppe Tp := G;@’ p von Py dehnt sich nach [ , II, Exposé XV, Corollaire

2.3] zu einer eindeutig bestimmten Torusuntergruppe 7T, C P, aus. Da T, glatt iiber R,
ist nach | , 1T, Exposé IX, Proposition 2.1] und Tp in ein direktes Produkt von multipli-
kativen Gruppen zerfillt, gilt nach | , I, Exposé IX, Théoréme 3.6] auch T, =G/, p .
Auf diese Weise dehnt sich T zu einem formellen Torus aus, 7

r

Gur = lim Gpr, S P.

Auf den Stufen ist die durch T}, gegebene Aquivalenzrelation auf P, nach [ , I, Ex-
posé VI, Théoreme 3.2] (fpqc)-effektiv (] , I, Exposé IV, Définition 3.4.3]). Da P,
zusammenhiingend ist, heifit dies insbesondere, die Faktorgruppe P, /T, existiert als zu-
sammenhiingendes Schema B,, von endlichem Typ iiber R,, und der Morphismus P,, — B,
ist treu-flach. Wegen der (fpqc)-Effektivitéit ist nach | , I, Exposé IV, Proposition 3.4.5]
die Bildung der Faktorgruppe mit Basiserweiterungen vertriglich. Also gilt insbesondere

Bn—l = Bn X Ry, Rn—l .

Nach | , I, Proposition 10.6.3 und Corollaire 10.6.4] und | , I, Lemma 1.5] existiert
somit der direkte Limes
B := lim B,

als formelles Schema, topologisch von endlichem Typ iiber R. Da R noethersch ist, ist B
dariiberhinaus topologisch von endlicher Darstellung iiber R. Da P,, flach iiber R, ist, fak-
torisiert der Morphismus P, — B, durch den flachen Ort B! von B, . Als Quotient von
T,, & P, ist B, aber eindeutig bestimmt und somit gleich B, , also selbst flach iiber R, .
Nach [Bo, Théoreme III1.5.1] ist deshalb auch B flach iiber R, also ein zuléssiges, formelles
R-Schema. Aus dem gleichen Grund ist P flach iiber B. Da By = B, glatt und eigentlich
iiber Ry ist, ist B formal glatt nach [ , II, Lemma 1.2] und eigentlich iiber R, also eine
formell abelsche Varietét iiber R. Wir erhalten folgenden

Satz 5.5.
Nach einer geeigneten endlichen, generisch separablen Ringerweiterung von R ist P eine Er-
weiterung

1 — T — P — B — 1.

~Y

einer formell abelschen Varietit B durch einen formellen Torus T = @nTuR' Die Erweite-
rung ist lokal trivial beziglich einer Zariski-offenen Uberdeckung von B und entspricht einem,
Gruppenmorphismus 1 : x(T) — B won der Charaktergruppe x(T) des Torus in die
duale, formell abelsche Varietit B” won B.

Bemerkung 5.5.1.

Fiir die Stufen B,, existiert nach | , Theorem 7.3] die duale, abelsche Varietiit B, als R,-
Schema (| , Theorem 3.5)). Der direkte Limes B der B, ist die duale, formell abelsche
Varietét. Sie stellt den Funktor der translationsinvarianten Geradenbiindel auf B dar.
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Beweis:

Wir miissen nur noch zeigen, dafl die Erweiterung lokal trivial iiber B ist. Fiir das Gruppen-

schema G, :=T, Xg, B, ist nach | , I, Exposé VI, Théoreme 3.2] die Abbildung
Fn X B, G, = Fn XRn T, — Pn X B, Fny (p7 t) = (p7 pt)

ein Isomorphismus. Das heit P,, ist in der Kategorie deL B,,-Schemata ein formaler G,,-
Torsor ([ , I, Exposé ITI, Définition 0.1]). Also ist auch P in der Kategorie der zuléssigen,
formellen B-Schemata ein formaler G-Torsor mit

G = limG, = G, rxgB.

Da Py und Gy treu-flach und quasikompakt iiber By sind, ist Py nach [ , I, Exposé
IV, Proposition 5.1.6] ein Gp-Torsor beziiglich der (fpqc)-Topologie. Nach | , II, Exposé
VIII, Proposition 4.1] und der dieser Proposition vorausgehenden Diskussion ist Py folglich
affin iiber By, also durch eine quasikohdrente Op,-Algebra A gegeben. Diese ist eine direkte

Summe
A= P Am),

mezZ”

wobei die A(m) invertierbare Op,-Moduln sind und
A(m) @og, Am') == A(m +m')

fir alle m, m’ € Z" isomorph ist. Fiir eine Z-Basis (m;) von Z" ist folglich Py eindeu-
tig durch die invertierbaren Op,-Moduln = A(mi), ..., A(m;) bestimmt. Da diese trivial
beziiglich einer geeigneten Zariski-Uberdeckung (U}) von By sind, gilt dies fiir Py ebenso:

Py xp, U(l)/ = G;;%RO X Ry Uéj

Dies zeigt, daf3 PﬁxB U"Y formal glatt tiber U ist (vergleiche [ , II, Lemma 1.2]). Der
Schnitt Uy — Po xp, Ujy dehnt sich somit zu einem Schnitt U” — P xp U” aus
( , II, Lemma 1.4]). Nach [ , I, Exposé IV, Corollaire 5.1.4] ist deshalb der formale

(G xp U¥)-Torsor P xpU" trivial, das heifit es gilt
?XBUV = @;,R xprU".

Diese Isomorphismen respektieren die Torsorstrukturen auf beiden Seiten. Also wird die Er-
weiterung durch einen Gruppenmorphismus 7 : x(T) — H'(B, O%) beschrieben. Dieser
faktorisiert durch B (vergleiche [ , Section 3] und [Se, Theorem VII.3.6]). O

Lemma 5.6.
Der Rang des Torus T von Satz 5.5 ist

r = 1ky HY(X,,Z) = rkz H(Xo, Z).

Seien (1,...,( Koordinaten auf dem Torus T = @;,R- Dann wird der Morphismus
T — P fiir eine geeignete Z-Basis by, .. b won HY(X,,Z) = HYXo, Z) durch das
Geradenbiindel Ci’l ®...0¢" auf X xpT gegeben.

Beweis:
1. Sei 7 :T — P die Einbettung von T in P. Wir betrachten auf X xr T das
Geradenbiindel 7 := (idy x7)*P. Sei (b1,...,b:) = mult(7) € HY(Xo, Z)"
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(Definition 4.17) und M := ( i’l ®...® () das zugehorige Geradenbiindel auf X xgT.
Dann gilt nach Lemma 4.18

L= ToM = NoH

fiir ein Geradenbiindel NV auf X und ein Geradenbiindel H auf X xg T, fiir das H Qg k
trivial ist. Da 7 und M trivial entlang X x {1} sind, ist N ® (idx x1)*H trivial auf X
und folglich ist

£ =~ (idyx1)*H ®H

mit £ ®pk trivial. Dem Geradenbiindel £ entspricht nach Bemerkung 5.2.1 ein eindeutig
bestimmter Morphismus f: 7T — P mit £ = (idx xf)*P. Da 7 ein Gruppenmorphis-

mus ist und (¢, ¢))%) = ( ") ® (¢)P) gilt, ist auch f ein Homomorphismus von Gruppen.
Es gilt B B

fo = ferk: Tg — {1} C Py.
Deshalb ist nach | , I, Exposé IX, Corollaire 3.5] auch f der konstante Homomorphismus

f: T — {1} C P.
Das heiBt, das Geradenbiindel £ ist trivial. Also ist 7 = (' @ ... ® ().
2. Behauptung: Die by,...,b, bilden eine Z-Basis von H(Xy, Z).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl die b1,...,b, iiber Z linear unabhéngig sind. Sei dazu
Aby + ...+ \b. = 0. Wir betrachten den Morphismus

f: @m,R — Ta g — (éAlv"'afAr) = (Clv"'vcr)‘

Dieser induziert das Geradenbiindel (idx xf)*7 = (¢Mbit-tdbr)y auf X xp Gg,
welches trivial ist. Somit faktorisiert f durch {1} C P und also auch durch {1} CT. Dies
bedeutet aber, dafl A\ = ... = A, =0 ist. Also ist die lineare Unabhéngigkeit gezeigt.

Wir zeigen nun noch, da die Elemente by,...,b, die Gruppe H'(Xy, Z) erzeugen. Sei
dazu n € HY(Xy, Z). Wir betrachten das Geradenbiindel (£7) auf X xp Gm,r - Dieses
induziert einen Morphismus f : G, g — P. Da ((51 52)") = (&) ® (&%) ist, ist f ein
Homomorphismus von Gruppen. In der Reduktion erhalten wir

fo: Gur — Po — By.

Da By eine abelsche Varietit ist faktorisiert fy durch {1} € By und f nach | , 11,
Exposé IX, Corollaire 3.5] damit durch {1} C B. Das heifit f faktorisiert durch den Kern
von P — B,

f:@mRLTLﬁ.

BEs ist ¢*¢; = &M fiir gewisse \; € Z, da g ein Gruppenmorphismus ist. Somit ist das
Geradenbiindel
(€ = g (o) = (@i

auf X xp @m, Rr . Sein multiplikativer Anteil ist

n o= Mb+...+Nb € H(Xq, Z).

3. Behauptung: H'(Xo,Z) = HYX,, Z).

Beweis: Die Reduktionsabbildung X, — Xg ist stetig und induziert eine kanonische
Abbildung o : H'(X,, Z) — H (X, Z).
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Wir zeigen zunéchst, dafi o injektiv ist. Sei n € HY(Xo, Z). Wir betrachten das Gera-
denbiindel (") auf X xpGppr.Ist a(n) =0,s0ist (§")@pK trivialauf X, Xg Gy, i -
Nach Lemma 5.3 ist dann aber bereits (£") trivial, also n=0.

Wir zeigen nun noch, da « surjektiv ist. Sei n € HY(X,, Z). Wir betrachten das Gera-
denbiindel (£") auf X, xg G, k. Nach Satz 5.2 gibt es einen eindeutig bestimmten Mor-
phismus f:G,pr— P mit (£") = (idx, Xf) Py -Da ((G1&)") = (1) @(&5) ist,
ist f ein Homomorphismus von Gruppen. Dann folgt ebenso wie in 2., daff (£7) = (£2(™)
ist fiir ein m € H'(Xy, Z). Folglich ist n = a(m) und die Behauptung gezeigt. O

5.3 Die universelle Uberlagerung

Der formelle Torus T = @;7 i 1aBt sich in den affinen Torus T, := G, x einbetten.

Beide haben dieselbe Charaktergruppe
X(T) = Hom(Trig’ @m,K) = Hom(Tkv ij() = X(TK) .

Somit definiert der in Satz 5.5 gegebene Homomorphismus 7 : x (7}, ) — B"  eine Erweite-
rung P, von B, durch den affinen Torus T} . Diese ist das push-forward von P, beziiglich
obiger Einbettung,

— B
ri

— Brig — 1

i
i

g4’1

3

l

;U) -~ ;U‘

1 —
Das heifit lokal iiber UF C B, ist
ﬁK XBrig UZg = G;;@,K XK U:g .

Das Verklebungsdatum ist durch 7 gegeben.

Lemma 5.7. B B
Das rigidifizierte Geradenbiindel (P, p,.) auf X, xx P, dehnt sich zu einem rigidifi-
zierten Geradenbiindel (73K, Pr) auf X, Xk J3K aus.

Beweis:
Aus der Erweiterung von formellen R-Gruppenschemata

0O — T — P — B — 0

erhalten wir nach Basiserweiterung mit X —— Spf R folgende Erweiterung von glatten,
zuléssigen, formellen X-Gruppenschemata

0 — T p

. — P, — B, — 0.

Das Poincaré-Biindel P auf P besitzt eine kubische Struktur (vergleiche [Mo]). Dies bedeutet
folgendes. Wir betrachten das Geradenbiindel

J— — .V .V .V — — J—
D3P = pissP Q@ piaP @ pisP @ pssP @ piP @ us P @ p3 P
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auf ?i , wobei g : Fi — P, der Morphismus (p1, p2, p3) — Zpi ist. Eine kubische
el

Struktur auf P ist nun eine Trivialisierung 7 von D3P, welche bestimmte Symmetrie- und

Kozykelbedingungen ([\Mo, Définition 1.2.4.5]) erfiillt. Wegen der universellen Eigenschaft von

P (vergleiche Bemerkung 5.2.1) gilt

wiP = QuiP.
el

Somit existiert eine Trivialisierung 7 von D3P. Da D3P rigidifiziert ist, erfiillt 7 die

Symmetrie- und Kozykelbedingungen [Mo, Définition 1.2.4.5] und ist folglich eine kubische

Struktur auf P .

Wire 7P|z trivial, so wiirde das kubische Biindel P zu einem Biindel auf B, absteigen.
X

Also wihlen wir eine offene, formelle Uberdeckung {X*} von X , auf der es Trivialisierungen

v. D _ o~ _
0" 7D|.X”><RT OX”XRT

gibt (vergleiche Lemma 5.6).
Wir betrachten nun auf X} xpg, ﬁj das Geradenbiindel P,, mit der kubischen Struktur
Tn und der Trivialisierung &; von Pp|yy, . 7, - Nach [Mo, Proposition 1.7.2.2] gibt es ein

eindeutig bestimmtes Geradenbiindel BY auf XY xp B, welches P, =, BY erfiillt und
mit der Trivialisierung ¢, vertréglich ist. Da auch B, ®g, , R, diese Eigenschaft besitzt,
gibt es einen kanonischen Isomorphismus B}, ®g,,, R, = By,. Nach [Ila, Proposition
11.9.6] existiert somit der inverse Limes

BY := lim B} .
Fiir das Geradenbiindel BY auf X" xp B gilt BY = BY/7""1B” und folglich wie gewiinscht
ﬁ|X”XRf = B*BV

Durch Riicktransport mittels £, : X, Xk ﬁK — X, Xk B,;, erhalten wir Geradenbiindel
py By, auf XU Xk ]3K . Diese wollen wir nun zu 73K zusammenkleben. Nach | , Pro-
positions 4.1 und 4.2] erfolgt die Verklebung von E:g ng mit B:g Br”ig auf  XE X P,
durch einen Charakter

x € Hom(T,,, Gmx) = Hom(T,, Gn k)

und dehnt sich somit zu einem eindeutig bestimmten Isomorphismus 3}, Bﬁg =B B;’ig aus.

Wir bekommen das Geradenbiindel 71( . Dieses ist trivial entlang X, x {1}. Die Rigidifi-

zierung p, : OﬁK = (z, X ide)*PK ist nach | , Propositions 4.1 und 4.2] ebenfalls

durch einen Charakter gegeben. Wenn wir 73K entsprechend abéndern, so dehnt sie sich zu

einer Rigidifizierung p, : Op ~— (2, x idp )*P, aus. Somit erhalten wir ein rigidifi-
K K

ziertes Geradenbiindel (7/5,(, pr) auf X, xg ﬁK , dessen Einschrinkung auf X, xx P,
isomorph zu (P, p,) ist. O

Bemerkung 5.7.1.
Nach Satz 5.2 besteht ein Isomorphismus von Gruppen

m;K/K(?i) >~ Home(P., Py).
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Dem Tensorprodukt von Geradenbiindeln auf der linken Seite entspricht als Gruppenoperation
dabei die Addition von Morphismen in P, auf der rechten Seite. Verwenden wir die Bezeich-

nung g : fi — P fiir den Morphismus (p1, p2) — Zpi , so bedeutet dies, daf fiir die
Geradenbiindel auf X, xgx P, xx P, gilt el

/‘I’TfK ®M;fk = MTQfK .

Da die Abbildungen p} mit den kubischen Strukturen vertriglich sind, gilt auch fiir das Ge-
radenbiindel 73;(

~ ~ ~

HTPK®/"L§PK = HT27)K

auf XK XKﬁK XKﬁK.

Wir kénnen auf ﬁK einen Betrag definieren. Dazu betrachten wir die perfekte Paarung

X(TK) X TK — Gm,K, (th) = X(t)v

die durch die Auswertung der Charaktere gegeben ist. Auf G, x wahlen wir eine Koordinate
C. Sei a € Gy kx(K') fir eine endliche Korpererweiterung K’ von K . Dann setzt sich
der Betrag von K nach [ , Theorem 3.2.4.2] in eindeutiger Weise zu einem Betrag auf
K' = k(a) fort. Also ist der Betrag von ( € k(a) erklirt. Wir nennen ihn den Betrag |a| von
a . Auf diese Weise erhalten wir eine Paarung

X(TK) X TK - Rv (Xat) = _log|7r| ’X(t)’

Da die Erweiterung ]3K von B, durch T lokal trivial beziiglich einer formellen Uberdeckung
von B ist und die Ubergangsfunktionen Betrag 1 haben, setzt sich diese zu einer Paarung auf
X(T ) x ﬁK fort. Wir fixieren nun Erzeuger (j,...,(, der Charaktergruppe x(T).Dann
erhalten wir eine Betragsfunktion auf ﬁK

val: P, — R", p (—logw fcl(p)\,...,—logw ]Q(p)\)

Diese ist ein Gruppenmorphismus mit kerval = P, . Sie induziert also eine perfekte Paarung

X(T) x Po(K)/P(K) — |Guk(K)| = Z.

Lemma 5.8.

Wir definieren M := {m € P, : (idx, x m)* P, ist trivial} . Dann ist M ein K-
rationales Gitter, das heifft eine diskrete, freie Untergruppe in ]3K , vom Rang d < r mit
MNP, ={1}.

Bemerkung 5.8.1.
Es ist moglich, dal der Rang des Gitters M echt kleiner als r ist. Siehe dazu Beispiel 5.13.2.

Beweis:
1. Behauptung: M ist eine Untergruppe von P, .

Beweis: Seien m und m’ Punkte in M , die K'-rational sind fiir eine endliche Erweiterung K’
von K . Dann gilt nach Bemerkung 5.7.1

(idx, xm)* P, = (idx, x(-m+m') P, ® (idx, xm)* P,
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als Geradenbiindel auf X, xj K’. Also ist auch (idx, x(—m-+m’ )’ P, trivial und damit
—m+m' € M.

2. Behauptung: MNP, = {1}, insbesondere ist M étale iiber K .

Beweis: Sei m, € M NP, . Dann dehnt sich m, zu einem Punkt m € P aus und gibt
so einen Punkt m’ € P’. Es entspricht m, das Geradenbiindel (idx,  xm,)* P, , welches
trivial ist. Somit ist nach Lemma 5.3 auch das dem Punkt m entsprechende Geradenbiindel
(idx xm)*P trivial. Wegen der universellen Eigenschaft von P, ist also m/ =1 in P’ und
deshalb auch m, = m;( =1 in P, .Da M eine K-Gruppenvarietit und in seinem neutralen
Element 1 étale ist, ist M étale iiber K .

3. Behauptung: M ist K-rational.

Beweis: Sei m € M. Da M nach 2. étale iiber K ist, ist m € M(K') fiir eine endli-
che Galoiserweiterung K’ von K . Die Galoisgruppe Gal(K’/K) operiert auf ]3K und P, .
Sei ¢ € Gal(K'/K). Dann ist auch om € M(K’') und nach | , Theorem 3.2.1.2] gilt
val(m) = val(cm). Da val ein Gruppenmorphismus ist, gilt also val(m —om) =0 und
damit m —om € M NP, = {1}. Dies zeigt, da om = m ist und somit ist m bereits
itber K definiert.

4. Behauptung: M ist diskret und frei vom Rang < 1r.

Beweis: Wegen 2. und 3. schrénkt sich val zu einem Monomorphismus
val: M &—— 7Z" C R"

ein. Somit ist M isomorph zu einer diskreten Untergruppe von R”. Als Untergruppe von Z"
ist M frei vom Rang d <r. 0

Bevor wir nun das Gitter M ausdividieren, wollen wir noch die universelle Eigenschaft von
P, erwidhnen. Dazu zunéchst

Satz 5.9.

Sei q, : VI’{ — Vi ein treu-flacher, quasikompakter Morphismus rigid analytischer Va-
rietdten dber K, sowie L, ein rigidifiziertes Geradenbiindel auf X, xx V, . Sei ferner
fio + Ve — Py ein Morphismus mit  (idx, xf,)* Py = (idx, Xq,)* Ly -

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus f, 1V, — ﬁK mit f;{ = froq,
und (idx, Xf )" Py Z Ly .

Beweis: R
1. Das Problem ist lokal auf P, und V. . Sei 0 <e< % und

P.(e) = {peP.: val(p) € [—e,€"}

2e

der relative Polyannulus in ]3K iiber B, mit Radius 7°¢ (vergleiche die Ausfithrungen vor

Lemma 5.8), sowie BY eine zuléssige, affinoide Uberdeckung von B, , iiber der ]3K trivial

K
ist. Dann gewinnen wir aus den Translaten von P (e) xp, By fiir alle v eine zuléssige,
affinoide Uberdeckung von ]3K . Sei H,. einer dieser affinoiden Teilbereiche. Wir wollen einen
Morphismus f, finden, der folgendes Diagramm kommutativ macht.
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/
W/ — (f/ )71(HK) f HK g D"
e
P -
e
ok
Wi = aq((f;)" (Hy))

Da ¢, flach ist, ist W, offen in V, nach | , I, Corollary 5.11]. Nach | , I, Theorem
4.1] und | , II, Theorem 5.2] gibt es formelle Modelle W und W’ von W, und W/, so

daf sich g, zu einem flachen, quasikompakten Morphismus ¢ : W' — W und f, zu
f': W' — DJ ausdehnt. Da g, surjektiv ist, ist auch ¢ surjektiv und somit treu-flach. Wir
ersetzen nun W durch eine offene, affine Teilmenge Spf A. Da ¢ quasikompakt ist, 1483t sich
¢ (W) als endliche Vereinigung affiner Teilmengen schreiben. Ersetzen wir W’ durch die
disjunkte Vereinigung dieser Teilmengen, dann ist auch W’ = Spf A’ affin und treu-flach
iiber W' .

Sei C eine zulissige, formelle R-Algebra und B := A®RgpC, sowie B := A'QrC. Wir
betrachten folgende Sequenz

B — B' — B'®zB =: B".

Nach Tensorieren mit R,, iiber R ist sie exakt, da ¢, treu-flach ist (vergleiche [ , Lemma,
6.1.2]). Also ist die Sequenz nach [Ha, Proposition I11.9.1] selbst exakt. Sie bleibt dies auch
nach Tensorieren mit K

B, — B, —2 B/ ®p, B, = B. (%)
2. Vermoge der zwei Projektionen q}(, qf{ . SpAl = Sp(A’K@)AK A') T3 SpA
induziert der Morphismus f/. zwei Morphismen f/ oql und f/ o2 von SpA” nach
H, , fir die gilt

(idx, x(f 0ql))" P, = (idx, x(f. 0¢%)) P, .
Somit faktorisiert die Abbildung
flogh — flog®: SpA” — P (2)
durch M. Da MnN ﬁK(2e) = {1} ist nach Lemma 5.8, gilt folglich f] o q}{ = fro qf{ .

Der Morphismus f7 ist durch ein n-Tupel von Funktionen (aj,...,a;) € (A} )" gegeben,
fiir welche also die Gleichung a;®1 = 1®a; in A’ gilt. Somit ist aj = a;®1 fiir eindeutig
bestimmte a; € A, (verwende () mit C = R). Da die a} die Relationen erfiillen, die H, als
Untervarietét von D}’ beschreiben gilt dies auch fiir die a; . Also ergeben diese einen eindeutig
bestimmten Morphismus f, : SpA, — H, . Die so erhaltenen Morphismen lassen sich

wegen der Eindeutigkeit zu einem Morphismus
fe: Ve — Pp

mit f = f. oq, verkleben.

~

3. Wir miissen nun noch zeigen, dal £, = (idx, XfK)*ﬁK ist. Auf X, xg V. haben
wir einen Isomorphismus von rigidifizierten Geradenbiindeln

/

¢t (idx, xq,)"L, = (idx, xgq,)*(idx, Xf )P, .
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Die Riicktransporte (idx, xqL)*¢’ und (idx, xq%)*¢’ sind Isomorphismen zwischen

denselben rigidifizierten Geradenbiindeln. Somit sind sie nach Lemma 4.4 gleich.

Sei nun SpfC' C X eine offene, affine Teilmenge. Dann sind die Geradenbiindel £, und
(idXK Xf )P, auf SpC, Xk SpA, durch invertierbare B, := CK®KAK—Moduln L,
und N, gegeben. Wegen (x) ist die Sequenz

Hom, (L., Ny) — Hom, (L., Ny) ®p, B, == Hom, (L, N,) ®p, By

*x [/

s (idx,_ xq.)"e

— (idXK XQ?()*SD/

/

¥

exakt. Also stimmen die Bilder von ¢’ iiberein und es ist ¢’ = p ® 1 fiir einen eindeutig
bestimmten Morphismus ¢ € HomBK (LK, NK). Da B;{ treu-flach iiber B, ist, ist ¢ ein
Isomorphismus. Die so lokal erhaltenen Isomorphismen lassen sich wegen der Eindeutigkeit zu
einem globalen Isomorphismus verkleben,

pr L, = (idx, xf) Py - O

Dieser Satz iiber den treu-flachen Abstieg von Morphismen nach ]3K ermoglicht uns nun, die
universelle Eigenschaft von P, zu beweisen. Wir beniitzen dabei die Vermutung 3.8, die wir
als wahr annehmen.

Satz 5.10.
Sei V. eine glatte, zusammenhdngende, rigid analytische K-Varietit, sowie v, € V, (K).
Weiter sei L, ein rigidifiziertes Geradenbindel auf X, xi V. , trivial entlang X, x{v,}.

Dann gibt es eine zulissige Uberdeckung Vli von V,. und Abbildungen f* : Vli — ]3K mit
(idXK Xfi)*ﬁK = £|XKXKW . Das Hindernis fiir die Verklebung der f* zu einem eindeutig
K
bestimmten Morphismus R
f: Ve — P
mit (idx, xf)* ﬁK =L, und f(v,)=1 wird durch die Kohomologieklasse

(fi_fj) € HI(VKvM) = HI(VIOZ)d

gegeben.

Beweis:

1. Zunéchst sei V formal glatt iiber R(&1,...,8&+41)/(&1 ... &41 — m) und erfiille die
Bedingung (%) von Seite 25. Ferner liege v, € V,.(K) oberhalb von {{ =...=¢& =1}.

Dann zerféllt £, nach Satz 4.15 in seinen multiplikativen Anteil M, = (1" ®...®&') und
ein formelles Geradenbiindel N'. Die Kozykel n; haben eine eindeutige Darstellung beziiglich
der Basis (b1,...,b,) von HY(X,,Z) aus Lemma 5.6

T
n; =— Z Otl'j bj .
j=1
Der multiplikative Anteil liefert somit einen eindeutig bestimmten Morphismus

g: Vi — T, ﬁK

1&g — ¢

i=1
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~

mit (idx, Xg)* P, M, und g(v,)=1.

Das Geradenbiindel N auf X Xpg V' liefert nach Satz 5.1 einen eindeutig bestimmten Mor-
phismus V — P’ der durch P’ faktorisiert, da V flach iiber R und zusammenhingend ist.
Da V. reduziert ist, ergibt dies einen eindeutig bestimmten Morphismus

h:V, — P, — P

K

mit (idx, xh)*P, 2N, und h(v,)=1.

Wir erhalten somit einen eindeutig bestimmten Morphismus
f = g9g+h:V, — ﬁK

mit (idx, Xxf)*P, 2 M, ®N, = L, (verwende Bemerkung 5.7.1) und f(v,.) =1.

2. Sei nun V. beliebig. Nach Vermutung 3.8 gibt es nach einer endlichen Kérpererweiterung
von K einen étalen, surjektiven, quasikompakten Morphismus ¢, : XN/K — V. fiir eine rigid
analytische Varietét I~/K , welche ein strikt semistabiles, formelles Modell V besitzt. Uber Vg
liegt dabei ein Punkt @, € V, (K'). Ohne Einschrinkung ist K’ = K, da auch V, ®x K’
nach Lemma 3.6 ein strikt semistabiles Modell besitzt. Da v, ein K-rationaler Punkt ist, liegt
er in dem formal glatten Teil von XN/K .

Sei zun#chst wgy € 170 ein beliebiger Punkt. Nach Satz 3.4 besitzt wg eine Umgebung, die
formal glatt iiber R{(&1,...,&s41)/(&1 ... &s+1 — m) ist. Die irreduziblen, geometrischen
Komponenten der Strata V(§, : v € N), die wp enthalten sind iiber einer endlichen, separa-
blen Korpererweiterung von k definiert. Nach einer endlichen, unverzweigten Ringerweiterung
von R mit Uniformisierender 7 besitzt somit wy eine Umgebung wie in 1. beschrieben. Es gibt
also eine Uberdeckung von V durch offene Vi, i € I der Gestalt aus 1. Sei VEii=q, (‘7;{) .
Dann bilden die Vli eine zulissige Uberdeckung von V. Wir betrachten das rigidifizierte

Geradenbiindel £, := (dx, xq.)" L, auf X, Xf V.. . Esist trivial entlang X, x {0, }.

Ohne Einschrankung sei v, € 17; und liege oberhalb von {& = ... = & = 1}. Dann
gibt es nach 1. einen eindeutig bestimmten Morphismus f1! : ‘7; — ]3K mit f1(v,) =1
und (idx,. x fhy* 731( = ZK’XKXK{};( .Da ¢, : ‘N/; — V; treu-flach und quasikompakt ist,

steigt f}( nach Satz 5.9 zu einem eindeutig bestimmten Morphismus

~

flevi — P

K
mit fl(o) =1 und (idx, xf1)* P = Lylx, v ab.
Wir konstruieren nun Morphismen f7 : VI — ﬁK mit (idx, x fi )*73K ~ L

onstrueren ymun ¥ el
Dabei gehen wir induktiv vor.

Seien die Morphismen bereits fiir alle j € J C I konstruiert. Da V, zusammenhéngend
ist, gibt es ein ¢ € I —J mit V;(j = V}i N V}z # () fiir ein j € J. Die Punkte mit
separabler Restklassenkorpererweiterung liegen dicht im glatten Ort von \76 {l , Corollary
2.2.13]). Also gibt es dort ein @Jéj e Vi(k') mit qo(iféj ) € Voij fiir eine endliche, separable
Korpererweiterung k' von k. Nach einer endlichen, unverzweigten Ringerweiterung von R
dehnt sich v%(.]j aufgrund der Glattheit zu einem Punkt 7% € TN/Z(R) aus. Somit erhalten wir
oY € 17;( (K) mit v¥ :=q,(v¥9) € V¥ . Wir wihlen die Koordinateg & auf 17; so, daB 9%
oberhalb von {{; =...=¢&; =1} liegt. Wir betrachten auf X, xx V. das Geradenbiindel
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L x @ (ldx x”ﬁﬁg)*a{ . Esist tliivial entAlang X, x {07} . Also gibt es nach 1. einen eindeutig
bestimmtep Morphismus g': V. — P, mit g'(v}/) = 1. Komponiert mit der Translation
um f7(v¥) bekommen wir

o= Tiwid) 0g': V[i — P
mit ﬁ('ﬁg) = f/(v"7) und ZK‘XKXKV;( = (idx, xfi)*ﬁK (verwende Bemerkung 5.7.1).
Da ¢, : ‘7;( — Vli treu-flach und quasikompakt ist, erhalten wir nach Satz 5.9 einen
eindeutig bestimmten Morphismus

fie V}i — ﬁx
mit  f*(v"7) = f/(v") und einen Isomorphismus " : EK’XKXKV}{ ~— (idx,. xfi)*73K.

3. Fiir die Abbildung (f'—f7): V¥ — ]3K ist das Geradenbiindel (idXK X (fi—fj))* 73K
trivial auf X, xg Véj . Das bedeutet, die Abbildung faktorisiert durch das Gitter M
(f'=f): VI — M “— P,
und ist lokal konstant. Wir erhalten folglich ein Element der Cech-Kohomologiegruppe
. . ~ 1 . ~ -~ 1 . d
(f' =) e H({Vpy, M) = H ({Ve} 2)".
Gilt nun (f' — f7) = 0 in HYV,,Z), so ist (f' — f7) nach einer Verfeinerung der
Uberdeckung ein Korand beziiglich {Vli}, das heiBt es gibt Elemente m’ € M (V;() =M
mit f' — f/ = m! — m?. Ohne Einschrinkung sei dabei m' = 0. Also setzen sich die
Abbildungen ‘ ' ' R
(ft=m'): Vg — Py
zu einer eindeutig bestimmten Abbildung f:V, — ]3K mit f(v,) =1 zusammen. Da
L, rigidifiziert ist, sind die Isomorphismen ¢ eindeutig bestimmt und setzen sich zu einem
Isomorphismus £, = (idx, xf)*P, zusammen. O

Als Korollar erhalten wir die universelle Eigenschaft von ]3K .

Satz 5.11. ~ _
Die punktierte, rigid analytische Varietit (P, 1) stellt den Funktor PicXK/K dar.

Beweis:

Sei V. eine glatte, zusammenhdngende, quasikompakte, rigid analytische K-Varietdt mit
HY(V, &K, Z) = (0) fiir einen topologisch, algebraischen Abschluf K von K. Sei fer-
ner v, € V. (K) und £, ein rigidifiziertes Geradenbiindel auf X, xx V, , welches entlang
X, x {v,} trivial ist. Dann gibt es nach Satz 5.10 lokal auf V,, Morphismen nach ﬁK.
Das Hindernis fiir die Verklebung dieser Morphismen ist durch eine Kohomologieklasse in
HY(V,, M) = HY(V,,7Z)? gegeben. Da HY(V,®kK,Z) = (0) und V, quasikompakt
ist, gibt es eine endliche, zulissige Uberdeckung, welche iiber K definiert ist und diese Ko-
homologieklasse trivialisiert. Diese Uberdeckung li8t sich durch eine, iiber einer endlichen
Erweiterung K’ von K definierte approximieren, welche die Kohomologieklasse ebenfalls tri-
vialisiert. Nach Satz 5.10 bedeutet dies, daf sich die lokal definierten Morphismen iiber K’ zu
einem eindeutig bestimmten Morphismus

f V., — Py

mit (idx, xf')* P. =L, 9K und f'(v,,) =1 verkleben lassen. Nach Satz 5.9 erhalten
wir daraus den gewiinschten iiber K definierten Morphismus. O
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5.4 Die Konstruktion von P,

Wir dividieren nun aus P das Gitter M aus und erhalten eine rigid analytlsche Gruppe P,
Die diskrete Untergruppe M operiert auf P durch Translationen 7, : P — P Dlese
Operation ist fixpunktfrei und folglich ist P, glatt.

Nun soll auch 73K zu einem Geradenbiindel auf X, xx P, absteigen. Nach Bemerkung 5.7.1
gibt es einen Isomorphismus

A /"L>(1(2,PK - /’LIPK®M;PK

von Geradenbiindeln auf X, xg ﬁff . Dieser ist mit der Rigidifizierung des Poincaré-Biindels
P : Ong = (x, X idng)*PK vertréglich,

(@ X idp2) A 0 Mg Py = 11Dk @ Hy D -

Durch Riicktransport vermoge des Schnittes (ids xm) : ]3K — ]3}{2 erhalten wir unter

K
Beachtung von (idng Xm) us P = m* P, = OXKXK P, einen Isomorphismus
om = (idp xm)A: TP T Py
Fiir die Rigidifizierungen ergibt sich (z, x id IgK)* ©m O Ty P = Py - Dabeiist 7 p, die

kanonische Rigidifizierung des Geradenbiindels 7';;73}( . Da die beiden folgenden Isomorphis-
men mit den Rigidifizierungen kompatibel sind, sind sie gleich,

~

* . * 5 ~
Pm! O Ty Pm = Pmtm/ * Tm+m’PK P -

Diese Identitét heifit die Kozykelbedingung fiir die Isomorphismen ¢y, . Folglich besitzt das
Geradenbiindel P, eine sogenannte M-Linearisierung, bestehend aus den Isomorphismen ¢, ,
welche die Kozykelbedingung erfiillen.

Dies bedeutet nun, dafl das Geradenbiindel 73K zu einem rigidifizierten Geradenbiindel P, auf
X, Xx P, absteigt, welches entlang X, x {1} trivial ist. Lokal 1&8t sich dies so beschrei-
ben. Jeder Punkt von P, besitzt eine Umgebung, die vermoge des kanonischen Morphismus
isomorph zu einem Translat U, von ﬁK (3) ist (vergleiche Punkt 1. im Beweis von Satz 5.9).

Das zugehorige Geradenbiindel ist 73K \UK

Wie in Abschnitt 4.1 angekiindigt, konnen wir nun Satz 4.5 beweisen. Wir beniitzen dabei die
Vermutung 3.8, die wir als wahr annehmen.

Satz 5.12.

Die glatte, rigid analytische Gruppenvarietit (P.,1) dber K zusammen mit dem Poincaré-
Biindel P, auf X, Xg P, stellt den Picard-Funktor Pic)O(K/K auf der Kategorie der
glatten, zusammenhdngenden, punktierten, rigid analytischen K -Varietdten dar.

Beweis:
Sei V. eine glatte, zusammenhéngende, rigid analytische Varietdt iiber K mit einem Punkt
v, € V. (K). Weiter sei L, ein rigidifiziertes Geradenbiindel auf X, xg V., trivial ent-
lang X, x {v,}. Dann gibt es nach Satz 5.10 eine zulissige Uberdeckung Vli und V. mit
Abbildungen

foo Vi — ISK — P

K
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Die Abbildungen f* und fJ unterscheiden sich auf Vli N Viz um ein Element aus M . Das
heifit, sie lassen sich zu einem eindeutig bestimmten Morphismus

f: Ve — P

mit f(ve) =1 und L, = (idx, xf)*P, verkleben. O

Die Struktur von P, ist folgende.

Satz 5.13.
Die glatte, rigid analytische Gruppe P, ist eine Erweiterung

]‘_>G7’7;L/,K—)PK_>QK—)1

einer eigentlichen, glatten, rigid analytischen Gruppe Q, durch einen affinen Torus G;;K.

Bemerkung 5.13.1.
Es ist moglich, da8 P, nicht eigentlich iiber K ist, das heifit dal der Rang 7’ des Torusanteils
echt positiv ist. Siehe dazu Beispiel 5.13.2.

Beweis:
Nach Lemma 5.8 ist M —— P, (K)/P, (K) eine Untergruppe. Wir betrachten die perfekte
Paarung R B

X(T) x P (K)/P(K) — [Gmx(K)| = Z

aus den Ausfithrungen vor Lemma 5.8. Das orthogonale Komplement von M beziiglich die-
ser Paarung ist eine Untergruppe x(77.) von x(Ty). Diese induziert eine Zerlegung der
Charaktergrupe x(T) = x(T,) @ x(T)) in freie Untergruppen, welche die Charak-
tergruppen von Tori T und T sind. Der Zerlegung entspricht eine Zerlegung des Torus
T, = T, xg T in Untertori mit rk7) = " und rk7/ = rkM = r”. Der Homo-
morphismus 7 : x(T,,) — B, der die Erweiterung P beschreibt (Satz 5.5), ergibt einen
Homomorphismus  x(77) — B" und somit durch push-forward eine Erweiterung

14>TK4>ﬁK4>Brig4>1
loz

1 — T/ — Q, — B, — 1.

Durch o wird das Gitter M bijektiv auf ein Gitter N in @K abgebildet. Auf diese Weise
erhalten wir P, = P, /M als Erweiterung

1 — T, — P, — Q — 1

einer eigentlichen, glatten, rigid analytischen Gruppe @, := @K /N durch einen affinen
Torus T! = G[r; i - Dabei ist @, eigentlich iiber K, da das Gitter N C @ « Vvollen Rang
hat. Dies sehen wir folgendermaflen. Da B eigentlich {iber R ist, ist auch B,;, eigentlich iiber
K nach [ , Theorem 3.1]. Dies bedeutet, es gibt endliche, affinoide Uberdeckungen Bl

und Ezg von B,
2.3] also BZg € E;’lg . Dabei kénnen wir die Uberdeckung so klein wihlen, dafl @ , uber Egg
trivial, das heifit gleich dem Produkt T;’ XK E;’lg ist. Fiir € >0 sei

so daf Bzg relativ kompakt in E;’lg ist, in der Notation von [ , Definition

1"

TZ(G) = {te T;{/ : val, (t) € [—€, €] }
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der Polyannulus mit Radius 72¢ (vergleiche die Ausfiihrungen vor Lemma 5.8). Seien nun

0<d<e< % Dann sind die N-Translate von T (€) xx El’lg disjunkt und @, 148t sich
durch die Bilder endlich vieler Translate 7, (T "(0) XK Bi’ig) iiberdecken. Dabei bendtigen

wir auch einige g; , die nicht in N liegen. Wir erhalten die endlichen, affinoiden Uberdeckungen
Tyi (TII{’((F) X K BZg) € Ty (TI’; (6) Xk EZg) fiir alle ¢ und v.

von @, . Also ist @), eigentlich iiber K . O

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wann P, eigentlich iiber K ist, das heifit wann
der Torusanteil G&/’ i trivial ist. Im allgemeinen braucht das nicht der Fall zu sein, wie
das Beispiel der rigid analytischen Hopf-Varietéten zeigt, welches auf G. A. Mustafin ([Ms])
zuriickgeht.

Beispiel 5.13.2.
Eine rigid analytische Hopf-Varietit ist ein Quotient X,  des affinen Raums ohne Ursprung
A" — {0} modulo der Operation der Gruppe I':= g% C GL(n, K) mit

€Uy 0
g = ,  wE€R, e>2.
0 7°u,
Nach [Ms, Theorem a] ist X, eine eigentliche, glatte, zusammenhéngende, rigid analytische

Varietét iiber K mit strikt semistabilem Modell.
Behauptung: PicS)(K/K = Gmik-

Beweis: Sei £ ein Geradenbiindel auf X, . Der Riicktransport von £ auf A" — {0} ist
eingeschriankt auf U; = Afx_l XK Gm Kk XK A’;{_i trivial nach [BM, Corollary 5.10]. Das
heiBt, £ ist durch Ubergangsfunktionen 1% € (’)(U}"( N U}j{)X gegeben. Diese sind von der
Form [¥ = aj' ¢y mit a € K* und p,v € Z, wobei (; eine Koordinate auf dem i-ten
Faktor ist. Durch Ab&nderung der Trivialisierung auf U;{ mit ¢! sehen wir, daf £ trivial auf
A" — {0} ist. Zu L gehort eine I'-Linearisierung. Dies ist eine Familie von Isomorphismen

Pm OA?{ - OA?{v mEZ,
welche die Kozykelbedingung ¢,/ o (gm/)*apm = Qmim erfiillt. Sie ist also durch das Element
Y1 € OA?( (A’:{)X = K" bestimmt. Dies zeigt die Behauptung.

Somit ist fiir rigid analytische Hopf-Varietidten der Torusanteil nicht trivial.

Hingegen gilt jedoch

Satz 5.14.
Sei X, eine eigentliche, glatte, zusammenhdngende, rigid analytische Varietdt diber K , sowie
x, € X (K). Es gelte einer der folgenden Fille

a) X, ist algebraisch, oder

b) X, ist eine rigid analytische Gruppenvarietit.
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Dann ist P, st eine eigentliche, glatte Tigid analytische Gruppe, das heif$t der Torusanteil in
P, trivial.

Beweis:
Ad a) Sei X, algebraisch. Dann ist Picg(K sk Dach [Mu] und [O0] darstellbar durch ein

Schema P;lg, von endlichem Typ iiber K (vergleiche Satz 4.2). Da X, glatt ist, ist P;lg
eigentlich iiber K (| , n° 236, Théoreme 2.1]). Da Pf{dg von endlichem Typ iiber K ist,
ist nach einer geeigneten, endlichen Korpererweiterung das reduzierte Unterschema bereits
geometrisch reduziert, also eine glatte Gruppe (Pf;lg)md ([ , I, Exposé VI1a, Proposition

1.3.1]). Fiir diese erhalten wir folgende
Behauptung: P

c = (P;lg)red , insbesondere ist P, eigentlich iiber K .

Beweis: Nach Satz 5.12 induziert das Poincaré-Biindel auf (P;lg) einen eindeutig be-

red

stimmten Morphismus (P;lg) — P, . Um den dazu inversen Morphismus zu konstru-

red . .
ieren betrachten wir eine affinoide Uberdeckung Sp A’ von P, . Da X, algebraisch und

eigentlich iiber K ist, kommt nach dem GAGA-Prinzip | , Theorem 2.8] das Poincaré-
Biindel auf X, xg Sp Ai{ von einem algebraischen Geradenbiindel auf X, Xx Spec Ai{ .
Dieses induziert einen eindeutig bestimmten Morphismus Spec Ai{ — P;lg. Da Ai{ rigid
glatt iiber K, also geometrisch reduziert ist, faktorisiert der Morphismus durch (P;lg)red.
Wegen der Eindeutigkeit lassen sich diese Morphismen zu einem eindeutig bestimmten Mor-
phismus

P — (2)

red
verkleben. Dieser ist invers zu dem zuvor konstruierten und somit der kanonische Isomorphis-
mus.

Behauptung b) ist | , Corollary II.2]. O

Damit wollen wir den Beweis der Darstellbarkeit und die Untersuchung der Struktur der
Picard-Varietit beschlieflen.
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