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1 Einleitung

In der Arithmetik von Zahlkorpern sind abelsche Varietdten die hoher-dimensionale Ver-
allgemeinerung von elliptischen Kurven. In der Arithmetik von Funktionenkorpern fiihr-
te Drinfeld [Dri76, Dri77] Drinfeld-Moduln als analoges Konzept zu elliptischen Kurven
ein. Vielversprechende Verallgemeinerungen der Drinfeld-Moduln in h6heren Dimensio-
nen sind Anderson A-Motive beziehungsweise abelsche Anderson A-Moduln; ihre Theo-
rie weist viele Parallelen zur Theorie der abelschen Varietidten auf.

Eine spezielle Klasse von abelschen Varietiten sind solche mit komplexer Multiplikati-
on, denn diese haben den grof3tmoéglichen Endomorphismenring. Elliptische Kurven mit
komplexer Multiplikation wurden schon Anfang des 20. Jahrhunderts untersucht, aber
erst in den 1950er Jahren konnte die Theorie der komplexen Multiplikation erfolgreich

auf abelsche Varietidten erweitert werden.

Man konnte schon friih zeigen [Deu41], dass jede elliptische Kurve mit komplexer Mul-
tiplikation iiber einer endlichen Erweiterung des Primkorpers definiert werden kann. In
Charakteristik Null ist dieses Resultat auch fiir h6her-dimensionale abelsche Varietiten
bewiesen (z.B: [ST61]). Fiir Charakteristik p # 0 existiert jedoch ein Gegenbeispiel von
Tate [Tat66], so dass man die Voraussetzung folgendermafen einschrianken muss:

Jede abelsche Varietiat mit komplexer Multiplikation ist isogen zu einer abelschen Varie-
tat, die sich iiber einem endlichen Korper definieren lasst (Grothendieck, Oort [Oor73]).
AuRerdem gilt, dass jede abelsche Varietét {iber einem endlichen Korper komplexe Mul-
tiplikation hat. Daraus ergibt sich die folgende Aquivalenz: Jede abelsche Varietit in
Charakteristik p # 0 hat komplexe Multiplikation genau dann, wenn sie isogen zu einer
abelschen Varietét ist, die iiber einem endlich Koérper definiert ist. Nun hat Ch.-F. Yu fol-
gende Verallgemeinerung des Theorems von Grothendieck bewiesen [Yu04]:

Jede abelsche Varietdt mit komplexer Multiplikation durch Oy in Charakteristik p, lasst
sich iiber einem endlichen Korper definieren, hier ist O; der Ganzheitsring des CM-

Korpers L.



1. Einleitung

In dieser Arbeit werden wir das Theorem von Ch.-F. Yu auf Seiten der Anderson A-
Motive formulieren und beweisen und die dazu nétigen Voraussetzungen naher unter-
suchen. Aullerdem werden wir analog zu dem CM-Typ (vgl. [Mil07]) fiir abelsche Va-
rietdten, einen CM-Typ fiir abelsche Anderson A-Moduln definieren und die Anderson

A-Motive beziiglich dieses CM-Typs klassifizieren.

Um ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation zu definieren, benotigen wir
eine projektive, geometrisch irreduzible und normale Kurve C iiber [F; und einen fes-
ten IF;-wertigen Punkt co € C(IF;). Wir setzen den Ring A := I'(C\ {oo}, O¢). Sei L
eine Korpererweiterung von [F; und v : A — L ein [F;-Homomorphismus. Der Endo-
morphismus ¢ : A ®F, L — A ®p, L sei gegeben durch a ® b — a® b1 fiir a € A und
b € L, sei L{t} der nicht-kommutative Polynomring L{7} mit ¢-linearem 7 und das
Ideal ] C AL := A®F, L sei erzeugtvona® 1 —1® (a) fira € A.

Ein Anderson A-Motiv M := (M, tj1) von Rang r und Dimension d iiber L besteht aus
einem lokal freien A;-Modul M von Rang r, welcher endlich erzeugt ist iiber L{7} und
einem injektiven A;-Homomorphismus 1y : ¢*M — M mit dim; coker 7y = d und
J? . coker Ty = 0.

Sei aullerdem Q der Quotientenkorper von A. Falls die Endomorphismen Q-Algebra
des Anderson A-Motivs QEnd(M) := End; (M) ®4 Q eine kommutative Q-Algebra der

Dimension » = rk M enthalt, so sagen wir, dass M komplexe Multiplikation hat.

Um nun mit Anderson A-Motiven arbeiten zu konnen, betrachten wir im zweiten Kapitel
die IF;-Algebra A und fiihren Anderson A-Motive sowie ihre Morphismen und Isogenien
ein. Dariiber hinaus definieren wir abelsche Anderson A-Moduln und geben einen kon-
travarianten Funktor zwischen der Kategorie der abelschen Anderson A-Moduln und der
Kategorie der Anderson A-Motive an. Weiter zeigen wir, dass jedes Anderson A-Motiv

iiber L schon iiber einem endlich erzeugten Unterkorper von L definiert ist.

Im dritten Kapitel beschiftigen wir uns mit komplexer Multiplikation. Zunéchst definie-
ren wir komplexe Multiplikation durch eine Q-Algebra E und untersuchen im Anschluss
halbeinfache CM-Algebren. Wir zeigen, dass wir zu jedem CM-Anderson A-Motiv ein
isogenes Anderson A-Motiv finden, fiir das der Ganzheitsring Og eine Teilmenge des
Endomorphismenrings End; (M) ist. Zudem konstruieren wir aus einem halbeinfachen
CM-Anderson A-Motiv eine invertierbare Garbe tliber der zu E gehorenden projektiven

Kurve.



1.1. Notationen

Im vierten Kapitel zeigen wir, dass Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation
durch halbeinfaches E schon selbst halbeinfach sind, das heil3t, dass diese keine echten
Faktormotive besitzen. Wir zeigen, dass sich dieses Ergebnis nicht auf einfache Anderson
A-Motive iibertragen lasst.

Auflerdem betrachten wir im vierten Kapitel reine, sowie uniformisierbare Ander-
son A-Motive. Ein Anderson A-Motiv heildt rein, wenn es sich zu einer Garbe auf
Cr := C XspecF, Spec L erweitern lasst, so dass T)s einen Isomorphismus der Halme bei
oo induziert. Uniformisierbare abelsche Anderson A-Moduln sind solche, deren Exponen-
tialfunktion surjektiv ist. Wir zeigen, dass sowohl Uniformisierbarkeit als auch Reinheit

nicht aus komplexer Multiplikation folgen.

In Kapitel 5 definieren wir den CM-Typ eines Anderson A-Motivs iiber Co, und klassifi-
zieren die Anderson A-Motive, soweit dies moglich ist, bis auf Isogenie beziehungsweise
bis auf Isomorphie. Dazu betrachten wir die Injektion zwischen der Menge der Isoge-
nieklassen (beziehungsweise Isomorphieklassen) der Anderson A-Motive in die Menge
der Isomorphieklassen der CM-Typen (und Gitter). Um die Wohldefiniertheit dieser In-
jektion zu zeigen, leiten wir in Abschnitt 5.4 einen algebraischen Morphismus her. Die
vollstandige Klassifikation der Anderson A-Motive scheitert allerdings daran, dass wir
nicht zu jedem CM-Typ ein Anderson A-Motiv finden konnen, da nicht jeder Quotient

aus C., modulo eines Gitters die Struktur eines Anderson A-Motivs besitzt.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit zeigen wir in Satz 6.3.6, der besagt, dass sich halbein-
fache Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation bis auf Isogenie iiber einer end-
lich Kérpererweiterung von Q beziehungsweise IF;/ ker(y) definieren lassen. Um dies
zu zeigen, konstruieren wir einen Modulraum fiir oben genannte Anderson A-Motive

und zeigen, dass dieser endlich ist.

An dieser Stelle mochte ich mich herzlich bei Herrn Prof. Dr. Urs Hartl fiir die sehr gute

Betreuung bedanken.

1.1 Notationen

In dieser Arbeit werden wir einige Notationen haufig verwenden.

Wir bezeichnen mit



1. Einleitung

IF, einen endlichen Korper der Charakteristik p mit g = p” Elementen.
C eine projektive, geometrisch irreduzible und normale Kurve tiber IF,.
oo € C(IFy) einen festen IF;-wertigen Punkt auf C.

A die IF,-Algebra Oc (C \ {0} ).

Q := Quot(A) = F;(C) den Funktionenkérper von C.

C\ {o0} =SpecA
AR

Qoo
Co

vy:A—1L

(TZAR—>AR,

die affine Kurve C \ {co}.
:= A ®p, R fiir einen Ring R.
die Vervollstdndigung von Q in oo.

die Vervollstindigung des algebraischen Abschluss von Q.

eine Korpererweiterung von IF,.

einen fixierten IF;-Homomorphismus.

:= ker vy die A-Charakteristik von L.

dasIdeal (1®1—1®y(a) |ac A)in Ay = AQ®g, L.
dendurcha®r+— a®rifiira € Aundr € R gegebenen
Endomorphismus.

= M®4,, , A fiir einen Aj-Modul M.

die zu einem 7-Modul M gehorige o-lineare Abbildung.
die Linearisierung von .

den nicht-kommutativen Polynomring.

:= End(M) ® 4 Q den Quasiendomorphismenring von M.

einen abgeschlossenen Punkt der Kurve C.

den lokalen Ring bei v.

:= Oc,/m, den Restklassenkorper bei v.

= 5(3\ » die Komplettierung von O, beziiglich v.
:= Quot(A,) den Quotientenkorper von A,.

= A,QF ,L fur eine Korpererweiterung L tiber [F,.
= Av,L[Z%]
= ]Ff]lg einen algebraischen Abschluss von IF,.

ein IF;-Schema.



2 Anderson A-Motive

In diesem Kapitel geben wir die benétigten Strukturen an, um mit Anderson A-Motiven
arbeiten zu konnen. Wir fiithren die Kategorie der abelschen Anderson A-Moduln ein
und geben den Funktor zwischen der Kategorie der abelschen Anderson A-Moduln
und der Kategorie der Anderson A-Motiven an. Von diesem wissen wir, dass er iiber
einem perfekten Korper volltreu und essentiell surjektiv ist. Die Kategorien sind also
anti-dquivalent.

Zunichst beginnen wir jedoch mit einigen Definitionen und Eigenschaften, die wir be-

notigen, um Anderson A-Motiv einfiihren zu kénnen.

2.1 Eigenschaften der IF,-Algebra A

In der gesamten Arbeit sei C eine projektive, geometrisch irreduzible und normale Kur-
ve liber dem endlichen Korper IF, der Charakteristik p. Wir fixieren einen IF,-wertigen
Punkt oo € C(IF,). Davon ausgehend definieren wir die IF,-Algebra A := O¢ (C\ {o0})
als den Ring der reguldren Funktionen auflerhalb von co. Den Quotientenkorper von A

bezeichnen wir mit Q.

Anderson A-Motive sowie abelsche Anderson A-Moduln werden immer in Abhédngigkeit

von der [F;-Algebra A definiert. Dazu benotigen wir den Begriff eines A-Korpers.

Definition 2.1.1 (A-Korper) Sei L eine Kérpererweiterung von IF; und v : A — L ein
fester IF;-Homomorphismus. Dann heif3t das Paar (L, ) ein A-Kérper.

Der Kern von -y hei3t A-Charakteristik von L. Gilt ¢ := ker(7y) = (0), so hat L generische
Charakteristik. Andernfalls ist ¢ ein maximales Ideal von A und L hat endliche Charakte-

ristik.



2. Anderson A-Motive

Die IF;-Algebra A ist ein Dedekindring. Das bedeutet insbesondere, dass A noethersch
ist und dass jedes Ideal eine eindeutige Zerlegung in Potenzen von Primidealfaktoren

besitzt.

Lemma 2.1.2 Die [F;-Algebra A = Oc (C \ {oo}) ist ein normaler, noetherscher Integri-

tatsring. Insbesondere ist A ein Dedekindring.

Beweis: Nach Voraussetzung ist C eine geometrisch irreduzible und reduzierte, projek-
tive Kurve {iber IF;. Damit ist Oc (U/) ein Integritétsring fiir alle offenen Teilmengen
U C C. Insbesondere ist C \ {oo} offen in C und damit O¢(C \ {co}) ein Integritatsring.
Als Kurve ist C \ {oo} von endlichem Typ iiber IF,;. Damit ist A als IF,-Algebra von endli-
chem Typ noethersch. Auflerdem ist A normal, da Spec A eine regulédre Kurve ist.
AuBlerdem gilt dim A = dimSpec A = dim C \ {c0} = 1.

Damit ist A ein Dedekindring, also ein noetherscher, normaler Integritdtsring der Di-

mension 1. ]

Um ein Anderson A-Motiv definieren zu kénnen, benotigen wir noch weitere Definitio-

nen. Dazu dient der kommende Abschnitt.

2.2 Linearisierung von 7

Wir wissen, dass ein Anderson A-Motiv aus einem Modul zusammen mit einem Mor-
phismus besteht, die wir noch nidher bestimmen werden. Ein allgemeineres Konzept als
Anderson A-Motive sind 7-Moduln, die wir hier einfiithren, um spéter auf sie zuriick
greifen zu konnen.
Sei dazu Ag := A ®p, R mit einem Ring R, sei M ein Ag-Modul und ¢ der Endomor-
phismus auf Ag, dera ® b auf a ® b7 fiira € A und b € R schickt.
Sei
T-M— M,
(2.2.1)
m +— t(m)

ein o-linearer Morphismus, dass hei3t t(am) = o(a)t(m) fiira € Ag und m € M.

Wir konnen t auch linearisieren.

10



2.2. Linearisierung von T

Lemma 2.2.1 Die o-lineare Abbildung 7 aus (2.2.1) induziert einen Ag-
Modulhomomorphismus Ty mit T = Ty o i, fiiri : M — M ®4, 0, Ar mit m — m @ 1.

Insbesondere ist Ty; genau dann injektiv, wenn T injektiv ist.

Beweis: Setze 0*M := M Qa0 Ag mitam ® 1 = m @ c(a) flir m € M und a € Ag.
Durch b- (m ®c) := mQ b, fir b,c € Ag und m € M, wird ¢*M ein Ag-Modul.
Wir definieren die Abbildung

™:0"M—M,

m@bw—b-1(m).
Dann ist T linear nach Definition und wohldefiniert, denn
mam®1)=1-t(am) =0c(a) -t(m) =t (MR 0(a)).
Nach Definition gilt T = T); o i und da i injektiv ist folgt die Behauptung. O
Nun koénnen wir einen 7-Modul definieren.

Definition 2.2.2 (t-Modul ) Ein Paar M := (M, ty) heilt T-Modul von Rang r > 1
tiber Spec Agr, wenn M ein lokal freier Ag-Modul von endlichem Rang r ist und

™ : 0*M — M ein injektiver Ag-Modulhomomorphismus ist.

Nach vorangegangenem Lemma 2.2.1 ist der 7-Modul auch durch die Angabe der o-
linearen Abbildung wohldefiniert.
Fassen wir T als Variable auf, so konnen wir den nicht-kommutativen Polynomring iiber

L definieren.

Definition 2.2.3 (L{7}) Sei L eine Kérpererweiterung von IF,. Wir definieren

L{t} := {

n
1=

biTi ’ n € Ny, b; € L}
0

als den nicht-kommutativen Polynomring in 7, das hei3t in L{7} gilt b = b7t fiir b € L.
Jeder 7-Modul M {iiber Spec A; mit einem oc-linearen Morphimus 7 ist durch

(Y biti, m) — Y b;t'(m) ein L{T}-Modul, dabei wird die Variable T aus L{t} auf die
Abbildung T des T-Moduls abgebildet.

11



2. Anderson A-Motive

2.3 Definition eines Anderson A-Motivs

Mit Hilfe der vorangegangenen Definitionen konnen wir jetzt Anderson A-Motive {iber
einem A-Korper L definieren. Die Definitionen und Sétze dieses Abschnitts stammen,

soweit nicht anders angegeben, aus der Vorlesung [Har08, Kapitel 2].

Definition 2.3.1 (Anderson A-Motiv ) Sei (L,7) ein A-Korper und | C Ay das durch
a®1—1® y(a) fir alle a € A erzeugte Ideal und seien r und d nicht negative ganze
Zahlen.

Ein Anderson A-Motiv M = (M, ty) von Rang r und Dimension d {iber L be-
steht aus einem lokal freien A;-Modul M von Rang r und einem injektiven Ap-

Modulhomomorphismus 7y : c*M — M, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
(i) Mist als L{7}-Modul endlich erzeugt mit ¢-linearem T,
(ii) der Kokern von Ty ist ein L-Vektorraum der Dimension d

(iii) und der Kokern von Ty, wird durch J¢ annuliert, das heift (a® 1 —1® 'y(a))d =0

auf coker Ty = M/ im(Ty).
Wir bezeichnen den Rang eines Anderson A-Motivs M mit rk(M) := rk,, (M) und seine

Dimension mit dim(M) := dimy (coker ty).

Bemerkung 2.3.2 Ein Anderson A-Motiv iiber einem Korper L von Rang r ist insbeson-

dere ein T-Modul von Rang r iiber Spec Ay.

Wir geben nun ein Beispiel fiir Anderson A-Motive von Rang und Dimension 2 an.

Beispiel 2.3.3 Sei A := Fy[t] und v : A — L gegeben durch 7(t) = 6 die Abbildung,
die L zu einem A-Korper macht. Damit ist A; der Polynomring Lt].

Ein Tupel (M = L[t]®?,tyr = Ao + Aqt) fiir Ag, A1 € Moy (L) ist genau dann ein An-
derson A-Motiv von Rang und Dimension 2, wenn die Determinante det(Ag + Aqt) die

Form c(t — 0)? hat fiir ein ¢ € L*.

Im Folgenden betrachten wir die Homomorphismen von Anderson A-Motiven.

Definition 2.3.4 (Morphismus) Seien M und N Anderson A-Motive {iber L. Ein A;-

Homomorphismus f : M — N heil3t ein Morphismus von Anderson A-Motiven, falls das

12



2.3. Definition eines Anderson A-Motivs

Diagramm

kommutiert, wobei ¢* f := f ® id durch (m ® a) — (f(m) ® a) definiert ist.

Die Menge dieser Morphismen bezeichnen wir mit Hom; (M, N) und wir setzen wie ge-
wohnt Endy (M) := Hom; (M, M).

Wir bezeichnen die Endomorphismen Q-Algebra des Anderson A-Motivs M mit

QEnd(M) := End; (M) ®4 Q.

Wir wissen, dass die Homomorphismen eines Anderson A-Motivs einen endlich erzeug-
ten, lokal freien A-Modul bilden.

Theorem 2.3.5 [BHO08, Thm 9.5]Die Menge der Morphismen von Anderson A-Motiven
Homp (M, N) bildet einen lokal freien A-Modul von endlichem Rang. Insbesondere ist

der Endomorphismenring End; (M) eine A-Algebra von endlicher Dimension kleiner
gleich rk(M)2.

Mit Hilfe der Morphismen von Anderson A-Motiven konnen wir nun Faktormotive sowie

Isogenien zwischen Anderson A-Motiven definieren.

Definition 2.3.6 (Faktormotiv) [BHO8, Def 1.5] Seien N und M Anderson A-Motive
iiber L, dann heilt N ein Faktormotiv von M, falls ein surjektiver Morphismus
f M — N existiert.

Definition 2.3.7 (Isogenie) Seien N und M zwei Anderson A-Motive {iber L. Ein Mor-
phismus f € Homy (N, M) heil3t Isogenie, falls f als A;-Homomorphismus injektiv ist
und der Kokern von f ein endlich dimensionaler L-Vektorraum ist. Falls solch eine Iso-
genie existiert, so heillen (N, ty) und (M, 1) isogen.

Eine Isogenie heif3t separabel, falls Toper f : 0" coker f — coker f ein Isomorphismus ist.

Dabei ist Teoker f durch das Diagramm

0 N / M coker f 0
A

™N 1 ™ Teoker f |
of

% I
0 o*N oM cokero* f := (coker f) ®4, o+ AL —0

13



2. Anderson A-Motive

definiert.

Wie auf Seiten der abelschen Varietiten, existiert auch auf Seiten der Anderson A-Motive

eine Art dualer Isogenie. Diese duale Isogenie ist jedoch nicht eindeutig.

Satz 2.3.8 [BHO08, Cor 5.4] Sei f : M — N eine Isogenie von Anderson A-Motiven M
und N iiber L. Dann existiert ein a € A, a # 0 und eine Isogenie f : N — M derart,
dass fof=a-idyund fo f =a-id.

Wir nennen f eine duale Isogenie von f.

Mit Hilfe der dualen Isogenie erhalten wir einen Isomorphismus der Quasi-

Endomorphismenringe.

Satz 2.3.9 In der Situation von Satz 2.3.8 existiert ein Q-Algebren-Isomorphismus
QEnd(M)-= QEnd(N),

1 A
§——fogof.

Dieser Q-Algebren-Isomorphismen wird vor allen Dingen fiir den CM-Typ in Kapitel 5

eine Rolle spielen.

2.4 Anderson A-Motive lUber endlich erzeugtem Korper L

Sei M ein Anderson A-Motiv iiber dem A-Kérper (L, ) mit Charakteristik e. Wir zeigen,

dass M schon iiber einem endlich erzeugten Unterkorper L von L definiert ist.

Satz 2.4.1 Sei M := (M, ty) ein Anderson A-Motiv iiber L. Dann existiert ein endlich
erzeugter Unterkorper L C L und ein Anderson A-Motiv N iiber L, so dass M isomorph
zu N ist. Also gilt M = N ®; L.

Beweis: Nach Voraussetzung ist M ein endlich prédsentierter A;-Modul, das heil3t es exis-

tiert eine exakte Sequenz

A%B”L»A%Bm%M—»O

14



2.5. Definition eines abelschen Anderson A-Moduls

mit m,n € IN. Die Abbildung p der Sequenz kénnen wir beziiglich einer Basis durch eine
n x m Matrix darstellen. Da M als Kokern dieser Abbildung definiert ist, benétigen wir
nur endlich viele Koeffizienten aus L um M zu definieren.

Auch fiir die Darstellung von 1) beziiglich des Erzeugendensystems von M bendtigen

wir nur endlich viele Koeffizienten aus L. O

Mit Hilfe dieses Satzes zeigen wir in Kapitel 6, dass M {iiber einer endlichen Korperer-

weiterung von Quot(A/e) definiert ist.

2.5 Definition eines abelschen Anderson A-Moduls

Wir konnen eine weitere analoge Struktur zu abelschen Varietiten einfithren und zwar
abelsche Anderson A-Moduln. Wir zeigen in Theorem 2.5.3, dass die Kategorie der abel-
schen Anderson A-Moduln und die Kategorie der Anderson A-Motive anti-dquivalent
sind. Dies ermoglicht uns, Erkenntnisse, die wir in der einen Kategorie erlangen, auf die

andere zu iibertragen.

Definition 2.5.1 (abelsches Anderson A-Modul) [Har08, 2.1.7] Seien r,d € N>
und (L,v) ein A-Korper. Ein abelscher Anderson A-Modul von Rang r und Dimen-
sion d iiber L ist ein Paar (G,¢), bestehend aus einem affinen Gruppenschema
G:=G! =SpecL|xy, .., xs] und einem Ringhomomorphismus ¢ : A — EndpF, (G),

a — @, so, dass gilt:
@ (To(ga) — fy(a))d = 0 auf Ty G, dem Tangentialraum an 0, fiir alle a € A.

(i) M(G) = HomLIIFq(G, G,,1) ist ein lokal freier A;-Modul von Rang r unter den
Abbildungen

Ad>a:M— M, M —1mo @g
L>b:M— M, m —bom.

Der Modul M(G) ist ein L{t}-Modul fiir den g-Frobenius-Endomorphismus
T: M(G) — M(G), definiert durch m + Frob, g, om.
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2. Anderson A-Motive

Wie bei Anderson A-Motiven, definieren wir Morphismen und Isogenien auch fiir abel-
sche Anderson A-Moduln. Durch den Funktor aus Theorem 2.5.3 wissen wir, dass diese

den Morphismen und Isogenien bei Anderson A-Motiven entsprechen.

Definition 2.5.2 (Morphismus) [Har08, 2.1.7,2.3.1] Ein Morphismus von abelschen An-
derson A-Moduln f € Homp, ((G, ¢), (G',¥)) ist ein Morphismus von Gruppenschemata
f:G— G, sodass p,0 f = fog,firallea € A gilt.

Ein solcher Morphismus heilst Isogenie, falls f als Morphismus von Gruppenschemata
endlich und surjektiv ist. Falls solch eine Isogenie f existiert, heilen (G, ¢) und (G/, ¥)
isogen.

Eine Isogenie f heilst separabel, falls der Kern von f geometrisch reduziert ist.

Zwischen abelschen Anderson A-Moduln und Anderson A-Motiven konnen wir, falls der

zugrundeliegende Korper perfekt ist, eine Anti-Aquivalenz von Kategorien definieren.

Theorem 2.5.3 [Har08, Thm 2.1.10] Sei (L,7) ein A-Korper und sei L perfekt. Dann

ist der Funktor

. ( abelsche Anderson Anderson
M : ( A-Moduln tiber L ) - ( A-Motive iiber L )

(G, ¢) —M(G, @) = ( Homyp g, (G,Ga1), )

™M M—M, m1l—1tm

eine kontravariante Aquivalenz von Kategorien, die Ridnge und Dimensionen erhilt.

Bemerkung 2.5.4 Ist L nicht perfekt, so bleibt in Theorem 2.5.3 eine volltreue Abbil-
dung von der Kategorie der abelschen Anderson A-Moduln in die Kategorie der Ander-

son A-Motive erhalten, welche jedoch nicht essentiell surjektiv ist.

Eine Eigenschaft des Funktors aus Theorem 2.5.3 ist es, dass dieser Isogenien und Sepa-
rabilitédt erhalt.

Satz 2.5.5 [Har08, Thm 2.3.12] Seien G = (G, ¢) und G’ = (G/,¢) zwei abelsche
Anderson A-Moduln iiber L und (M, ty) sowie (M’, Tyy) die zu den abelschen An-
derson A-Moduln assoziierten Anderson A-Motive, das heillt M(G) = (M, tp) und
M(G') = (M, tyy). Dann gilt:

a) Ein Morphismus von abelschen Anderson A-Moduln f : G — G’ ist genau dann

eine Isogenie, wenn M(f) : M’ — M eine Isogenie von Anderson A-Motiven ist.
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2.5. Definition eines abelschen Anderson A-Moduls

b) Eine Isogenie f von abelschen Anderson A-Moduln ist genau dann separabel, wenn

die Isogenie M(f) von Anderson A-Motiven separabel ist.
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3 Anderson A-Motive mit komplexer
Multiplikation

Ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation nennt man auch ein Anderson A-
Motiv mit vielen Endomorphismen, denn die Dimension der Q-Algebra E der komplexen
Multiplikation entspricht dem Rang des Anderson A-Motivs und wir haben in Theorem
2.3.5 gesehen, dass die maximale Dimension rk(M)? ist.

In diesem Kapitel definieren wir zuerst komplexe Multiplikation von Anderson A-
Motiven und betrachten dann den Ganzheitsring der Algebra der komplexen Multipli-
kation Og. Wir definieren weiter, was es heif3t, komplexe Multiplikation durch Of zu
haben und beweisen, dass wir immer zu einem isogenen Anderson A-Motiv {ibergehen
konnen, welches komplexe Multiplikation durch Og hat. AufSerdem konstruieren wir
aus einem halbeinfachen CM-Anderson A-Motiv eine invertierbare Garbe auf der zu E

gehorenden projektiven Kurve.

3.1 Definition von komplexer Multiplikation

Wir beginnen mit der Definition von Anderson A-Motiven mit komplexer Multiplikation.
Als Beispiel eines Anderson A-Motivs mit komplexer Multiplikation geben wir einen
Drinfeld-Modul von Rang 2 {iber IF,; an. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir von
der kommutativen Q-Algebra der komplexen Multiplikation fordern, dass sie zusatzlich
halbeinfach sein soll.

Kommen wir nun zur Definition der komplexen Multiplikation.

Definition 3.1.1 (komplexe Multiplikation) Ein Anderson A-Motiv M = (M, ty)
iber einem A-Korper L hat komplexe Multiplikation, falls QEnd(M) := End; (M) ®4 Q

eine kommutative Q-Algebra E der Dimension dimg E = rk M enthélt. Das bedeutet,
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

dass E ein kommutativer Ring mit 1 ist und dass ein Ringhomomorphismus Q — E

existiert.

Bemerkung 3.1.2 (komplexe Multiplikation) Ersetzen wir in Definition 3.1.1 M
durch das abelsche Anderson A-Modul (G, ¢), so erhalten wir komplexe Multiplikation
bei abelschen Anderson A-Moduln.

Wenn wir von einer CM-Algebra E sprechen, so ist die Q-Algebra der komplexen
Multiplikation gemeint. Ebenso bezeichnen wir die Anderson A-Motive mit komple-
xer Multiplikation auch als CM-Anderson A-Motive. Auch die abelschen Anderson
A-Moduln mit komplexer Multiplikation bezeichnen wir mit CM abelschen Anderson
A-Moduln.

Wir geben ein einfaches Beispiel fiir einen abelschen Anderson A-Modul mit komplexer

Multiplikation an.

Beispiel 3.1.3 Sei A = F,[t] und L = [, das heil8t der IF,-Homomorphismus 7 ist
durch (t) = 0 gegeben. Sei ¢; := 72 ein Drinfeld A-Modul von Rang 2, dass heif3t ein

abelscher Anderson A-Modul von Dimension 1. Definitionsgemal} gilt

End;(¢) = {f € L{t} | fou = ¢uf firallea € A}.

Wegen L = F, gilt nun End; (¢) = (L NF,2){7} = F;{7}. Das bedeutet aber, dass der
Endomorphismenring kommutativ ist, da tb = bt = bt fiir b € L gilt.

Da 7° und ! in F,{t} liegen, kénnen wir End;(¢) = A1’ @ At! schreiben. Durch
X + T erhalten wir eine Isomorphie A[X]/(X? —t) — At® ® ATl

Wiéhlen wir QEnd(¢) als kommutative Q-Algebra E, so ist die Dimensionsbedingung

dimQ EI‘ldL(go) R4 Q =r1ky EndL((p) =2

erfillt.
Der Drinfeld FF,[t]-Modul ¢; = 2 hat somit komplexe Multiplikation.

Im Folgenden sei die Q-Algebra der komplexen Multiplikation immer halbeinfach.

Definition 3.1.4 (halbeinfache Moduln und Ringe) a) Sei M ein Modul iiber ei-
nem Ring R. Dann heilt M einfach, falls M nicht-trivial ist und M keine nicht-

trivialen R-Untermoduln besitzt.
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3.2. Der Ganzheitsring Og

Der Modul M heif3t halbeinfach, falls er in die direkte Summe von einfachen R-
Moduln M; zerfallt.

b) Der Ring R heilst halbeinfach, falls R, als Linksmodul iiber sich selbst aufgefasst,
halbeinfach ist.
Der Ring R heil3t einfach, falls er nicht-trivial und halbeinfach ist und keine zwei-

seitigen Ideale aufer 0 und sich selbst enthalt.

Das folgende Lemma motiviert, warum wir von der CM-Algebra fordern, dass sie halb-

einfach sein soll.

Lemma 3.1.5 Sei M ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation durch E. Falls

E halbeinfach ist, so zerféllt die CM-Algebra in die direkte Summe von Korpern.

Beweis: Nach Proposition [Bou58, Prop 5.4/12] ist das Zentrum von E die direkte Sum-

me von Korpern. Da E kommutativ ist, folgt die Behauptung. O

3.2 Der Ganzheitsring Og

In diesem Abschnitt betrachten wir den ganzen Abschluss von A in einer CM-Algebra
E eines Anderson A-Motivs. Diesen Ganzheitsring bezeichnen wir mit Og. Falls E ein
Korper ist, so zeigen wir, dass Ok ein lokal freier A-Modul von Rang dimg E ist und dass
Ok die einzige maximale Ordnung in E ist.

Unter der Voraussetzung, dass E halbeinfach ist, zeigen wir, dass der Ganzheitsring in die
direkte Summe der Ganzheitsringe der Summanden von E zerféllt. Damit kdnnen wir

die im letzten Absatz genannten Ergebnisse auf halbeinfache Q-Algebren iibertragen.

Definition 3.2.1 (Ganzheitsring) Sei E eine kommutative Q-Algebra von endlicher Di-
mension. Wir bezeichnen den ganzen Abschluss von A in E mit O und nennen ihn den

Gangheitsring von E.

Betrachten wir zuerst den Fall, dass die CM-Algebra E ein Korper ist.

Lemma 3.2.2 [Bou72, VII 2.5 Cor 3 zu Prop 5] Ist E eine endliche Korpererweiterung

von Q, so ist der Ganzheitsring O ein Dedekindring.
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

In folgendem Lemma zeigen wir, dass der Ganzheitsring Og ein A-Modul von gleichem
Rang wie das Anderson A-Motiv ist, falls das Anderson A-Motiv komplexe Multiplikation
durch den Korper E hat.

Lemma 3.2.3 Fiir eine endliche Korpererweiterung E von Q gilt, dass der ganze Ab-

schluss von A in E ein lokal freier A-Modul von Rang r = [E : Q] ist.

Beweis: Nach [Bos03, S.61] ist Og genau dann ein lokal freier A-Modul, wenn Of ein
flacher und endlich prasentierter A-Modul ist. In Lemma 2.1.2 haben wir gezeigt, dass A
ein Dedekindring ist, wir miissen also zeigen, dass Og torsionsfrei und endlich erzeugt
ist.

Aus dem Satz von Emmy Noether folgt direkt, dass Og endlich erzeugt ist. Nach Lemma
3.2.2 ist O ein Integritatsring und damit insbesondere torsionsfrei. Also ist O ein lokal
freier A-Modul.

Nun gilt rk4 (Og) = dimg O ®4Q = dimg E = r nach Voraussetzung. Somit ist O ein
lokal freier A-Modul von Rang r. O

Nun fiihren wir den Begriff der A-Ordnung ein und geben als Beispiel den Endo-
morphismenring End; (M) eines Anderson A-Motivs M als A-Ordnung in der Quasi-
Endomorphismenalgebra QEnd (M) an.

Definition 3.2.4 (A-Ordnung) [Rei03, S.110] Sei E eine Q-Algebra. Ein Unterring S
von E heilt A-Ordnung in E, falls S das selbe Einselement wie E besitzt und S ein
endlich erzeugter A-Untermodul in E ist, so dass Q.S := Q ®4 S = E gilt. Insbesondere
ist damit A ein Unterring von S.

Ist S in keiner anderen A-Ordnung in E echt enthalten, so heil3t S maximale Ordnung.

Beispiel 3.2.5 Wir zeigen, dass der Endomorphismenring End; (M) eine A-Ordnung in
QEnd (M) ist.

A ist ein Unterring von End; (M), da alle Elemente aus A mit ), vertauschen. Nach
Theorem 2.3.5 ist End; (M) eine endlich erzeugte A-Algebra und nach Definition gilt
End; (M) ®4 Q = QEnd(M), also ist End; (M) eine A-Ordnung in QEnd(M).

Im Folgenden zeigen wir, dass der ganze Abschluss von A in einer endlichen Korperer-

weiterung E von Q die einzige maximale A-Ordnung in E ist.
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3.2. Der Ganzheitsring Og

Diese Eigenschaft werden wir im nichsten Abschnitt ausnutzen, um zu zeigen, dass wir
zu jedem CM-Anderson A-Motiv ein isogenes finden, so dass Og eine Teilmenge des

Endomorphismenrings ist.

Lemma 3.2.6 Ist E eine endliche Kérpererweiterung von Q, so ist der Ganzheitsring Og

aus Definition 3.2.1 die einzige maximale A-Ordnung in E.

Beweis: Aus Lemma 3.2.3 wissen wir, dass Og ein endlich erzeugter A-Modul ist. Nach
Definition gilt O ® 4Q = Quot(Og) = E und damit wissen wir, dass der ganze Ab-
schluf® von A in der endlichen Koérpererweiterung E von Q eine A-Ordnung in E ist.

Ist S eine weitere A-Ordnung in E, so besagt [Rei03][Satz (8.6)], dass jedes Element
aus S ganz liber A ist, insbesondere also im ganzen Abschlul} von A liegt. Daraus folgt

aber, das O maximal ist. O

Wir betrachten nun den Fall, dass E eine halbeinfache, kommutative Q-Algebra ist. Die

voran gegangenen Uberlegungen lassen sich auf diesen Fall verallgemeinern.

Lemma 3.2.7 Sei E kommutativ und halbeinfach, also eine endliche direkte Summe von
Korpern E;. Dann kdnnen wir den Ganzheitsring Og in die direkte Summe der Ganzheits-

ringe O, zerlegen.

Beweis: Wir wahlen ein x € Og. Wir kénnen x als Summe )/ x; schreiben fiir x; €
E;. Definitionsgemal ist x ganz {iber A, das heilst es existiert ein normiertes Polynom
P(X) = yj' ;X € A[X] mit P(x) = 0. Nun gilt

mo . om  on am . on
P(x) = Zajx] = Zaj(in)] = ZZajxg = ZP(xi),
] ] ! L) !

da es sich bei )"/ x; um eine endliche, direkte Summen handelt. Also sind alle P(x;) = 0,
falls P(x) = 0 ist. Dadurch wird P(X) € A[X] fiir jedes i durch x; annulliert. Die x; sind
somit ganz tiber A und liegen in Og,.

Umgekehrt zeigen wir, dass fiir x; € O, die direkte Summe x := Y/ x; in Og liegt. Fiir
alle x; existiert ein normiertes Polynom P;(X) € A[X] mit P;(x;) = 0. Definieren wir nun
P(X) :=T1; P(X) € A[X], so erhalten wir eine Ganzheitsgleichung fiir x. O

Korollar 3.2.8 Sei E eine halbeinfache, kommutative Q-Algebra und Og der ganze Ab-

schluss von A in E. Dann ist O die einzige maximale Ordnung in E.
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

Beweis: Nach Lemma 3.1.5 zerféllt E in die direkte Summe von Korpern E; und nach
Lemma 3.2.7 zerfallt der Ganzheitsring von E in die Ganzheitsringe der Of,. Wie wir in
Lemma 3.2.6 gezeigt haben, sind die Of, die einzigen maximalen A-Ordnungen in den
Korpern E;. Da O ®4Q = @, O, ®4Q = @; E; = E gilt und da Og ein Unterring von
E ist, der A enthilt und die endliche Summe von endlichen A-Moduln iiber A endlich
erzeugt ist, folgt, dass Og eine A-Ordnung in E ist.

Die Maximalitiat von O folgt aus [Rei03, Satz (8.6)]. O

3.3 Komplexe Multiplikation durch Og

In diesem Abschnitt betrachten wir, soweit nicht anders angegeben, ein Anderson A-
Motiv M mit komplexer Multiplikation durch eine kommutative, halbeinfache Q-Algebra
E mit dimg E = rk M.

Wir zeigen, dass bis auf Isogenie jedes Anderson A-Motiv komplexe Multiplikation durch

Ok hat. Dazu definieren wir komplexe Multiplikation durch Og wie folgt.

Definition 3.3.1 (komplexe Multiplikation durch Og) Ein Anderson A-Motiv M {iber
L hat komplexe Multiplikation durch Ok, falls der Ganzheitsring Og von E in dem En-
domorphismenring End; (M) von M liegt.

Dazu dquivalent ist die Behauptung, dass Og = End; (M) N E gilt, denn nach Defini-
tion von O und komplexer Multiplikation durch Og gilt O C End; (M) N E. Da der
Endomorphismenring eine A-Ordnung ist, gilt insbesondere, dass jedes Element von
End; (M) ganz tiber A ist. Somit folgt Og 2 End; (M).

Um zu zeigen, dass bis auf Isogenie jedes Anderson A-Motiv komplexe Multiplikation

durch Og hat, nutzen wir folgenden Satz iiber Anderson A-Motive aus.

Satz 3.3.2 [BHO09, Thm 10.7] Sei M ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikati-
on durch halbeinfaches E. Dann tritt jede maximale Ordnung in QEnd (M) als Endomor-
phismenring f End; (M')f~! € QEnd(M) eines isogenen Anderson A-Motivs M’ auf.

Dabeiist f : M’ — M eine Isogenie der Anderson A-Motive und wir setzen f~!:=a~ 1. f

fiir eine duale Isogenie f mit f o f = a-id,, fireina € A\ {0}.
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3.3. Komplexe Multiplikation durch Og

Wir zeigen im Folgenden, dass wir zu einem isogenen Anderson A-Motiv ibergehen kon-
nen, welches komplexe Multiplikation durch Og hat. Dann kénnen wir davon ausgehen,
dass Og C End; (M) gilt.

Korollar 3.3.3 Sei M ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation durch halb-
einfaches E, dann existiert ein isogenes Anderson A-Motiv M’ mit komplexer Multiplika-
tion durch O/, dem Ganzheitsring von E' := f~1- E - f, wobei f : M' — M die Isogenie

der Anderson A-Motive ist.

Beweis: Wir betrachten den Ring T := {g € QEnd(M) ‘ g ganz iiber A} derjenigen
Quasi-Endomorphismen von M, welche ganz iiber A sind.
Wenn wir zeigen konnen, dass T eine maximale Ordnung in QEnd (M) ist, so folgt mit
Satz 3.3.2, dass T der Endomorphismenring eines isogenen Anderson A-Motivs M’ ist,
also

T=f -End (M) f

fir eine Isogenie f. Wir setzen T’ := f!-T-f = End.(M'). Nach Beispiel
3.2.5 ist der Endomorphismenring von M’ eine A-Ordnung in QEnd(M’) und nach
[Rei03, Satz (8.6)] ist jedes Element einer A-Ordnung ganz iiber A. Wir erhal-
ten T' C {x € QEnd(M') | x ganz iiber A}. Die umgekehrte Inklusion gilt auch, da
x € QEnd(M') genau dann ganz {iber A ist, wenn f o xo f~!in T liegt.

Damit folgt Ogs C End;(M’) = T’, denn

T'NE = {x € QEnd(M') N E" | x ganz iiber A} = Op/.

Wir miissen also noch zeigen, dass T eine maximale Ordnung in QEnd(M) ist.
Definitionsgema@} ist T ein Unterring von QEnd(M), der A enthilt und es gilt
T®4Q C QEnd(M).

Jedes Element ¢ € QEnd(M) ist ganz tiber Q, da QEnd(M) nach [BHO8, Thm 9.5]
endlich-dimensional tiber Q ist. Wir wahlen das Minimalpolynom mipo, ,, von g iiber
Q als Ganzheitsgleichung. Nun kénnen wir ¢ mit einem geeignetem a € A derart mul-
tiplizieren, dass der Nenner des Minimalpolynoms verschwindet. So erhalten wir eine
Ganzheitsgleichung fiir ag in A[X]. Damit ist aber ag € T und g € (A \ {0})"' T. Also
gilt QEnd(M) = T @4 Q.

Um zu zeigen, dass T als A-Modul endlich erzeugt ist, betrachten wir das Zentrum Z

von QEnd(M). Nach Voraussetzung ist E halbeinfach und, wie wir in Satz 4.2.5 sehen
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

werden, ist damit auch QEnd (M) halbeinfach. Somit zerféllt das Zentrum in die direkte
Summe von Kérpern Z; ([Bou58, Prop 5.4/12]). Nun kénnen wir nach Lemma 3.2.7 den
Ganzheitsring von Z zerlegen und erhalten mit dem Satz von Emmy Noether, dass die
Summanden Oy, als A-Moduln endlich erzeugt sind.

Entsprechend zerlegen wir T und betrachten die Summanden T;, die nach [Rei03, Thm
(10.3)] tber Oy endlich erzeugt sind. Damit ist T als endlich Summe der T; tiber A
endlich erzeugt.

AuBerdem ist T als A-Ordnung maximal, denn wenn S eine weitere A-Ordnung in
QEnd(M) ist, wissen wir, dass ein Element x € S ganz iiber A ist, da S ein endlich

erzeugter A-Modul ist. Damit liegt x aber schon in T. O

Wir geben nun ein Beispiel fiir ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation
durch Of an.

Beispiel 3.3.4 Sei A = FF,[t], L = F; und ¢ : A — L gegeben durch ¢ — 6 := 0.
Wir setzen M := Fg[x]|[x?/(x — 1)]. Dieser Ring ist ein Modul iiber sich selbst und
xZ

insbesondere ein A-Modul, da A durch die Vorschrift ¢t +— ;= eine Teilmenge von M
ist. Wir erhalten in M die Gleichheit

(1+x+t)(1—x)=1. (3.3.1)

Also gilt M = A @ Ax durch x? — t — tx und % —it.

Weiter setzen wir Ty : 0*M — M als Ty := x%. Nach Beispiel 2.3.3 miissen wir, um zu
zeigen, dass (M, 1)) ein Anderson A-Motiv von Rang und Dimension 2 ist, die Determi-
nante von Ty iiberpriifen. Dazu stellen wir 7 beziiglich der A-Basis (1, x) von M dar
und erhalten mit Hilfe von (3.3.1)

TM:xzzt—tx
und
Tnx =10 = (P +t)x — .

Daraus ergibt sich die Basisdarstellung v = ( ! ; tjrt:z) und es gilt dett = > = §(t — 6)?
fiir 6 = 1. Damit ist (M, Tp1) ein Anderson A-Motiv von Rang und Dimension 2.

Jetzt wollen wir zeigen, dass M komplexe Multiplikation durch Og hat. Wir suchen
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3.3. Komplexe Multiplikation durch Og

also eine kommutative Q-Unteralgebra von QEnd(M) der Dimension 2, so dass der
Ganzheitsring O eine Teilmenge des Endomorphismenrings ist.

Da M ein Modul tiber B := F,[x][x?/(x — 1)] ist, gilt insbesondere B C End; (M) und
auch B®4 Q C QEnd(M). B®4 Q ist eine kommutative Q-Algebra der Dimension 2,

denn

B®4Q 63D F,lt, x]/ (x2 —t(1— X)) O, 1 IF,(t)
= Qx]/ (x*—t(1—x))
= TFy(x).

Damit haben wir die CM-Algebra E := IF,(x) gefunden.

Wir miissen also noch zeigen, dass O im Endomorphismenring von M liegt. Dazu
betrachten wir den Ring B = Fy[x][x?/(x — 1)] & A ® Ax und zeigen, dass B der ganze
Abschluss von A in E ist. Es gilt aber A C B C E und da wir wissen, dass B ein endlich
erzeugter A-Modul ist folgt BC O = {x € E ‘ x ganz tiber A}.

Wie oben konnen wir mit Hilfe von (3.3.1) den Ring B schreiben als
B=F,t,x]/ (x* —t(1-x)).Da (x> —t(1—x)) =x—1, 2 (x> —t(1 —x)) = 2x + ¢t
und (x? — t(1 — x)) keine gemeinsamen Nullstellen haben, ist B reguldr und somit
normal, also B = {x € Quot(B) | x ganz iiber B}.

Da Quot(B) = F,(x) = E gilt, ist wie oben behauptet O = FFy[x][x?/(x — 1)] und liegt

im Endomorphismenring von M.

Nachdem wir ein Beispiel fiir Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation durch
Og mit Korper E gesehen haben, kommen wir nun zu einer allgemeinen Aussage iiber
Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation durch Og. Wir wollen solch ein An-
derson A-Motiv als T-Modul iiber O auffassen. Dazu miissen wir uns zunéachst den Ring
E ®F, L néher betrachten. Dieser Ring ist im Allgemeinen kein Kérper.

Da die Korpererweiterung L/IF; separabel ist, ist nach [Bou58, Chp 8 Cor 7.6/4] auch

E®pF, L halbeinfach und kommutativ, also eine direkte Summe von Korpern. Sei
F = {chL‘oﬂf:zx}

die grof3te algebraische Korpererweiterung von IF;, die sowohl in E, als auch in L ent-

halten ist. Da E/Q endlich ist, ist diese insbesondere endlich iiber IF;. Den Ring E ®p, L
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

konnen wir nun folgendermaf3en in die direkte Summe von Korpern zerlegen:

E ®1Fq L = @ E OF f L
Gal(F ¢ /,) !

= @ EopL/(be1-101" |beFy) (3.3.2)
icZ/fZ
Dabei wird a; := (b®1—-1® b |be ]qu) durch ¢* auf a;,; geschickt.
Als Unterring von E QF, L zerfallt auch Og := O ®F, L entsprechend (3.3.2) in die
direkte Summe der Integritétsringe Og . /a;, die jeweils Unterringe von (E; ®f, L)/a;

sind:

Opr= P OgL/a (3.3.3)
i€Z/fZ

Damit kénnen wir nun Anderson A-Motive als T-Module iiber O auffassen.

Satz 3.3.5 Sei M ein Anderson A-Motiv iiber L mit komplexer Multiplikation durch Ok,
wobei E ein kommutativer Korper sei. Dann ist M ein T-Modul von Rang 1 iiber Og, das
heifdt

a) M ist ein lokal freier Og := O ®F ,L-Modul von Rang 1.

b) Ty : "M — M ist ein injektiver Op 1 -Homomorphismus.

Beweis: zu a) Mit der Verkniipfung M x O — M durch (m, f @ b) — b - f(m) erhalt
M eine Og -Modulstruktur.

Wir zeigen, dass M ein lokal freier Og 1 -Modul ist, indem wir den Hauptsatz fiir Moduln
iiber Hauptidealringen auf die Lokalisierung von M anwenden und zeigen, dass diese
torsionsfrei ist. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes sind erfiillt, da Og ein Dedekin-
dring ist und somit jeder lokale Ring von Og |, ein Hauptidealring ist.

Nun betrachten wir ein Primideal p € SpecOgy. Es gilt (OgL), = (OgL /a;), nach
(3.3.3) fiir ein i € Z/fZ. Betrachten wir M ®4, Q;, als E QF, L-Modul, so zerfillt
M ® 4, Qr. entsprechend der Zerlegung 3.3.2 und es gilt

(M), = (M/a;), € (M®a, Qr)/a;

fireini € Z/ fZ. Betrachten wir nuna-m = 0 fiirein a # 0 aus (Og), und m € (M),
so folgt mit obigen Uberlegungen, dass a € (E ®F, L)/a; und m € (M ®4, QL)/a; ist.
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3.3. Komplexe Multiplikation durch Og

Da (E ®g, L)/a; ein Korper ist, existiert das Inverse von a in (E ®g, L)/a; und es folgt
m = 0. Also ist (M), torsionsfrei.

Nach dem Hauptsatz fiir Moduln {iber Hauptidealringen ist damit (M), ein freier
(Og,L)p-Modul und somit ist M ein lokal freier O -Modul.

Nun betrachten wir den Rang von M als Og . -Modul. Dazu greifen wir auf die Zerlegung
von M ®4, Qr in (E QF, L)/a;-Moduln entsprechend (3.3.2) zuriick. Definitionsgemaf}
gilt rky, M = dimg, M ® 4, Qr und aufgrund der Zerlegung gilt

dimQLM®AL QL = Z dimQL(M KA, QL)/ai.
i€Z/fZ
Der Morphismus Ty, bildet den i-ten Summanden isomorph auf den i + 1-ten Summan-

denvon Y, (M®a, Qr)/a; ab. Diese sind somit gleichdimensional und wir setzen
i€zZ/fzZ

s = dim(E®FqL)/ai(M ®a, QL)/a; als ihre Dimension {iber dem Korper E @, L/a; fir

alle i € Z/ fZ. Betrachten wir nun die Dimension eines Summanden tiber Q;, so gilt

dimQL (M XKa; QL)/ai = Z S dimQL(E ®]pq L)/Cll‘. (3.3.4)
i€Z/fZ
Damit folgt
rk(M) = Z dimQL(M ®a, Qr)/a;
i€Z/fZ

(3.3.4)£(3.3.2) 5. dimQL E ®1Fq L

= s-rk(M).
Also gilt insbesondere s = 1 und damit ist M ein lokal freier O -Modul von Rang 1.

zu b) Wir definieren ¢ : O QF,L — O ®F, L durch f®b — f ®bl. Da Og ein A-
Modul ist, existiert die Inklusion A ®p, L — Og ®p,L, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:

Op ®@F,L — O ®F,L

]

A®]FqL*U>A®]FqL

Dabeiist o : A — Ap durcha ® b — a ® b7 definiert.
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

Betrachten wir nun

M®p,L—M®a, AL
mRl —mmI,
so ist diese Abbildung surjektiv, da wegen m ® Y ;a; ® I; = Y _;(a;m ® I;) jedes Element
aus M ®4, » Ar in M ®p L liegt. Die Abbildung ist somit bijektiv, da der Kern nur die

Null enthalt.
Da ¢ auf Og die Identitat ist, gilt

M®a,e ALEMRLy LE Moy, 0 OpL
mel —mel — ml

Wir wollen zeigen, dass durch das Diagramm

™

oM

M ®OE,LIU OE,L —_— M

M

der Ar-Homomorphismus T auch ein Og-Modulhomomorphismus ist.
Dazu zeigen wir zunichst, dass ¢*M durch (c*m, f ®b) — b- (c*f)(c*m) ein Og-

Modul ist. Es gilt wegen (3.3.5)
o' f(o'm) = (fel)(m®1)=fm)@l=maf=f - (m®1) € M®0oy,c OpL-
Also fehlt nur noch die Og -Linearitit von T;:

wm((fRb)(m®1)) = (b (c*f)(c"m))
= b-twm(c"f(o"m))
feoEgindL(M)b-f(TM(O'*m))

= (f@b)tm((m®1)).

Die Injektivitdt von tjs bleibt erhalten. O

Nun betrachten wir die Ergebnisse aus Satz 3.3.5 unter der schwécheren Voraussetzung,
dass E eine kommutative, halbeinfache Q-Algebra von Dimension rk,, (M) ist und kein

Korper.
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3.4. Konstruktion einer invertierbaren Garbe

Korollar 3.3.6 Sei M ein Anderson A-Motiv iiber L mit komplexer Multiplikation durch
Og, wobei E eine halbeinfache CM-Algebra sei. Dann ist M ein 7-Modul von Rang 1
tiber Og.

Beweis: Wir haben in Lemma 3.2.7 gezeigt, dass O in die direkte Summe der Of, zer-

fallt. Wir konnen die einfachen Summanden von M = @ M; nach Satz 3.3.5 als lokal
i

freie O, ®F,L-Moduln von Rang 1 auffassen.

Betrachten wir ein Primideal p C Og1, = @; Of, ®p,L so wissen wir, dass genau ein

i € Z/ fZ existiert, so dass p € Spec O, ®p, L. Somit gilt

(M>n = (Mi)p
(Ok, @k, L),
= (Og®gF,L)p,

1%

also folgt die Behauptung. O

3.4 Konstruktion einer invertierbaren Garbe

In diesem Abschnitt konstruieren wir aus einem Anderson A-Motiv M tiiber einem alge-
braisch abgeschlossenem Korper L mit komplexer Multiplikation durch O eine inver-
tierbare Garbe auf der zu E gehorenden projektiven Kurve. Dabei ist E die halbeinfache
CM-Algebra von M.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, konnen wir jedes Anderson A-Motiv mit
komplexer Multiplikation durch Og als T-Modul iiber O auffassen. Es ist dann nur noch
ein kleiner Schritt, den Og-Modul M mit einer invertierbaren Garbe M auf Spec O

ZU assoziieren.

Lemma 3.4.1 Sei M = (M, 1) ein halbeinfaches Anderson A-Motiv iiber L mit kom-
plexer Multiplikation durch Og. Dann existiert eine lokal freie Garbe M auf Spec Og,.
von Rang 1 mit I'(Spec Og 1, M) = M als Og 1 -Modul.

Beweis: In Satz 3.3.5 beziehungsweise in Korollar 3.3.6 haben wir gezeigt, dass M ein
lokal freier Og 1 -Modul von Rang 1 ist.
Da Og nach Satz 3.2.2 noethersch ist, existiert nach [Har97, Cor II.5.5] eine Aquivalenz
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3. Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation

von Kategorien zwischen der Kategorie der endlich erzeugten Og-Moduln und der Ka-
tegorie der Garben von kohérenten Ogpe. 0, -Moduln.

Dabei wird dem Og 1 -Modul M die zu M assoziierte Garbe M von kohérenten Ospec 0p -
Moduln zugeordnet. Das bedeutet, dass M(U) ein Ogpec 0, (U)-Modul fiir jede offene

Teilmenge U C Spec O, ist und dass nach Definition
M(Spec Og 1) = I'(Spec Og1, M) = M

als Ogr-Modul gilt. Der inverse Funktor ordnet dabei einer Garbe M den Modul
I'(Spec Og1, M) zu.

Um zu zeigen, dass M lokal frei ist, betrachten wir die Halme (M), der Garbe M bei den
Primidealen p aus Og . Fiir alle p € Spec Og 1, ist aber der Halm (1\71)p isomorph zu der
Lokalisierung des Og 1 -Moduls M, (siehe [Har97, Prop II.5.1]).

Da der Modul lokal frei ist, folgt (M), = Ospec 0y p flir alle p € Spec Og L. Mit [Har97,
Ex I1.5.7 b)] folgt dann, dass M lokal frei von Rang 1 ist. O

Um M auf eine projektive Kurve, die Spec O 1 enthélt, erweitern zu konnen, betrachten

wir zunéchst die zu E gehérige Kurve C.

Bemerkung 3.4.2 Da E halbeinfach ist, und somit nach Lemma 3.1.5 in die direkte
Summe von Kérpern zerfillt, stellen wir die folgenden Uberlegungen nur fiir E als end-
liche Korpererweiterung von Q an.

Sei also E/Q eine endliche Kérpererweiterung und C die zu dieser Kérpererweiterung
gehorige projektive und reguldre Kurve mit Funktionenkorper E = ]Fq(é ).Seimr:C — C
die zugehorige Abbildung der Kurven. Wir definieren, da Spec Og eine echte Teilmenge
von C ist, & := C \ Spec O. Es gilt & = 711 (0) fiir den FF,-wertigen Punkt oo € C.
Betrachten wir die Erweiterung C X specF, SpecF =: C, fiir einen algebraischen
Abschluss F von [F;, so konnen wir die Zusammenhangskomponenten Cp, von
Cp betrachten. Da nach Voraussetzung L O [ enthilt, kénnen wir mit C Ly
die Zusammenhangskomponenten von C; := C X specF, Spec L bezeichnen, sowie
& 1= & XgpecF, Spec L = {01 1,..., %05 } setzen.

Es gilt wie oben C = Spec O Ucoy.

Ist nun E kein Korper, so konstruieren wir wie oben fiir jeden Korper E; eine Kurve C;

und definieren in diesem Fall C := JC; und 7 := | ;.
i i
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3.4. Konstruktion einer invertierbaren Garbe

Wir wollen nun die Garbe M aus Lemma 3.4.1 auf C; erweitern und miissen sie somit

auf ; definieren.

Lemma 3.4.3 Es existiert eine lokal freie Garbe M von Rang 1 auf C; mit M =
['(Spec Og 1, M) als Og-Modul.

Beweis: Nach Definition der lokal freien Garbe M von Rang 1 existiert eine offene, affine
Uberdeckung von Spec Og 1, durch U; mit |J; U; = Spec Og L so, dass M |u, isomorph zu

Ospec 0z |y, ist. Das heif3t, dass eine offene Uberdeckung von Spec Ok 1, existiert, so dass
lxi : M ’ LIi ;)OSPGC OE,L ‘ u,'

und

ay—1
06]0061.

OSpec OE,L | Uiﬂuj' OSpec OE,L uml,l]- auf M‘ LImU]-

gilt. Damit konnen wir auf der durch

Uy :=Uy U (Cy \ Spec Og1)
u; :=Uu; fiir alle i # 0
U U; =C, = Spec Op,1, Uy
i

definierten Uberdeckung M g, als Op, definieren. Diese verkleben wir durch

(X]'O(XZ' aquliﬂUj:UiﬂUjfﬁri#O
id auf Uy N U,.

zu einer Garbe M auf C;, welche nach Konstruktion wieder lokal frei von Rang 1 ist
mit M = T'(Spec Og,1, M) als Og-Modul, beziehungsweise M = I'(Spec Ay, 1, M) als
Ap-Modul. O
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4 Eigenschaften eines Anderson
A-Motivs mit CM

In diesem Kapitel untersuchen wir Eigenschaften von Anderson A-Motiven im Zusam-
menhang mit der Eigenschaft der komplexen Multiplikation. Dazu definieren wir das
zu einem Anderson A-Motiv assoziierte lokale o-Isoshtuka und fiihren die Begriffe der
Halbeinfachheit, Reinheit sowie Uniformisierbarkeit eines Anderson A-Motivs ein.

In Abschnitt 4.2 zeigen wir, dass die Voraussetzung an die Q-Algebra der komplexen
Multiplikation, halbeinfach zu sein, impliziert, dass das Anderson A-Motiv selbst halb-
einfach ist. Bei einfachen Anderson A-Motiven ist dies jedoch nicht der Fall.

Im darauf folgenden Abschnitt werden wir an einem Beispiel sehen, dass Reinheit nicht
aus komplexer Multiplikation folgt. Mit Hilfe der Theorie der lokalen Isoshtuka werden
wir ein Anderson A-Motiv konstruieren, welches bei co zwei verschiedene Steigungen
hat und somit nicht rein ist.

In Abschnitt 4.4 werden wir mit Hilfe eines Gegenbeispiels sehen, dass abelsche Ander-
son A-Moduln mit komplexer Multiplikation nicht notwendigerweise uniformisierbar
sind. Dazu werden wir uns die Eigenschaft zu Nutze machen, dass iiber C, die uni-
formisierbaren, abelschen Anderson A-Moduln genau die uniformisierbaren Anderson
A-Motive sind.

4.1 Lokale Shtuka und Tate-Moduln

In diesem Abschnitt fithren wir die Theorie der lokalen o-Isoshtuka ein, die Definitionen
und Ergebnisse sind dabei aus [Har08, Kapitel 3] entnommen.
Dabei benétigen wir noch weitere Notationen. Sei v ein abgeschlossener Punkt der Kur-

ve C. Der lokale Ring bei v, O¢ ,, ist ein diskreter Bewertungsring mit Quot(O¢,) = Q.
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

Die durch v induzierte Bewertung auf Q bezeichnen wir wieder mit v und definieren
v(a) := ord,(a) fiira € Q.

Sei A, = 5&, die Komplettierung von O¢, beziiglich v und Q, := Quot(A,) der
Quotientenkorper von A,. Aullerdem definieren wir A, | := AU®]FqL fiir eine Korperer-

weiterung L tiber IF; und Q1 := Ay L [%}

Mit dieser Notation konnen wir die benotigten Begriffe definieren.

Definition 4.1.1 (lokale o-Shtuka) Sei (L, y) ein A-Korper.

a) Ein lokales o-Shtuka bei v # oo iiber L von Rang  ist ein Paar M := (M, 7yg),
wobei M ein freier Ay, -Modul von Rang r und Ty : o*M — M ein injektiver

Ay,1.-Homomorphismus ist.

b) Ein lokales o-Isoshtuka bei v iiber L von Rang r ist ein Paar V= (V, Tp) mit einem

freien Q, -Modul V von Rang r und einem Q,, -Isomorphismus T, : oV = V.

¢) Ein Morphismus zwischen lokalen o-(Iso-)Shtuka ]?: M — & (bzw. f: ﬁ — @) ist
ein A, -Homomorphismus mit g o (7*]? = fo Ty (bzw. Q1 -Homomorphismus

} L
mit T 0 0 f—foTv).
Ein lokales o-Shtuka kann man wie folgt zu einem Anderson A-Motiv assoziieren.

Definition 4.1.2 (lokale o-(Iso-)Shtuka bei v assoziiert zu M) Sei M ein Anderson

A-Motiv tiber L und v € Spec A ein abgeschlossener Punkt. Dann ist
MUM = (M ®AL AZ),L/ TM ® 1)

das lokale o-Shtuka bei v assogiiert zu M.
Fiir v € C ist das lokale o-Isoshtuka von M bei v definiert durch

VM= (M®a, Qur, M ®1).

Wir definieren den Tate-Modul eines Anderson A-Motivs mit Hilfe des assoziierten o-
Shtukas.

Definition 4.1.3 (Tate-Modul) [BH09, Def 3.3/4.1] Den Tate-Modul eines lokalen o-

Shtukas M bei v definieren wir als den Gal(L*? / L)-Modul von Ty-Invarianten

T,M := (M ®a,, Ao,rser) 8.
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4.2. halbeinfache Anderson A-Motive

Den rationalen Tate-Modul von M bei v definieren wir als den Gal(L*? /L)-Modul
V’UM = TUM ®a, Qo

Den v-adischen Tate-Modul eines Anderson A-Motivs M {iber L fiir v # ¢ definieren wir

als den Tate-Modul des assoziierten o-Shtukas
T,M := T, (M,M).

Ebenso definieren wir den rationalen v-adischen Tate-Modul von M als den rationalen

Tate-Modul des assoziierten lokalen o-Shtukas,

VoM := V, (M,M).

4.2 halbeinfache Anderson A-Motive

Bei Anderson A-Motiven mit komplexer Multiplikation haben wir bisher gefordert, dass
die CM-Algebra E halbeinfach ist. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass daraus folgt, dass
das Anderson A-Motiv selbst halbeinfach ist.

Zuerst miissen wir aber die Definition eines einfachen beziehungsweise eines halbeinfa-

chen Anderson A-Motivs geben.

Definition 4.2.1 (halbeinfaches Anderon A-Motiv) [BHOS, Def 7.1] Sei M ein Ander-
son A-Motiv iiber L.

a) M heildt einfach, falls M nicht-trivial ist und M keine Faktormotive auf3er 0 und
sich selbst besitzt.

b) M heildt halbeinfach, falls M isogen zu einer direkten Summe von einfachen An-
derson A-Motiven M, ist, dass heilst M ~ @ M,;.
i

Fiir einfache beziehungsweise halbeinfache Anderson A-Motive konnen wir folgende

Aussagen iiber den Quasi-Endomorphismenring treffen.

Satz 4.2.2 [BHO8, Thm 7.8] Sei M ein Anderson A-Motiv {iber L. Dann gilt:

a) Falls M einfach ist, so ist QEnd (M) ein Schiefkorper iiber Q.
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

b) Falls M halbeinfach ist, so zerfallt QEnd(M) in die endliche direkte Summe von
vollen Matrixalgebren iiber den Schiefkdrpern QEnd(M;) iiber Q.

Es stehen uns nun folgende Resultate zur Verfiigung.

Satz 4.2.3 (Tate-Vermutung) [Tam94, §2] Sei M ein Anderson A-Motiv iiber einem
endlich erzeugten A-Korper L und sei v € Spec A mit v # € := ker(vy). Dann gilt

QEHd(M) ®Q Qv = EndQU[G] (VUM)

mit G := Gal(L*?/L).

Lemma 4.2.4 [BH09, Thm 6.11/2 Rem 6.12] Seien M, v und G wie in Satz 4.2.3 und
sei die Abbildung Q,[G] — Endg, (V,M) induziert durch die Aktion von G auf dem
Tate-Modul von M bei v. Sei F, das Bild von Q,[G] in Endg, (Vo M).

Dann ist M halbeinfach, falls F, halbeinfach ist.

Damit konnen wir beweisen, dass jedes CM-Anderson A-Motiv halbeinfach ist, wenn die

Q-Algebra der komplexen Multiplikation halbeinfach ist.

Satz 4.2.5 Sei M ein Anderson A-Motiv iiber L mit komplexer Multiplikation durch
halbeinfaches und kommutatives E C QEnd(M). Dann ist M halbeinfach.

Beweis: Nach Voraussetzung ist E halbeinfach. Da nach [BH09, Rem 6.7] Q, iiber Q
separabel ist, ist E, nach [Bou58, Ch 8 Cor 7.6/4] halbeinfach. Nach Satz 2.4.1 ist oBdA
L endlich erzeugt, wir konnen also Lemma 4.2.4 anwenden. Dazu werden wir F, in
E, := E ®q Qo einbetten und damit zeigen, dass F, halbeinfach ist. Dazu benétigen wir
jedoch noch einige Eigenschaften der beiden Algebren F, und E,.

In Endg, () (VM) kommutieren alle Elemente mit dem Bild von Q,[G] in Endg, (VoM).
Daraus folgt F, C {f € Endg, (V,M) ‘ fg =gf furalle ¢ € Endg (g (VZ,M)}. Nach der
Tate-Vermutung gilt E, := E®g Qu, C EndQv[G}(VUM). Nehmen wir beide Aussagen

zusammen, so folgt
F, C {f € Endg, (VoM) ‘ fg=gf firalle g € EU}. (4.2.1)

Endg, (V, M) ist ein Q,[G]-Modul und ebenso ein F,-Modul, da Q,[G] — Endg, (VoM)
durch F, faktorisiert. Dadurch gilt

E, C Endp, (VoM) = Endg, g (VoM). (4.2.2)
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4.2. halbeinfache Anderson A-Motive

Nach [TW96, Prop 6.1] ist der Tate-Modul V, M ein Q,-Vektorraum von Dimension r. Es
folgt E, C EndQv[G](VvM) C M,(Qy) und wir kénnen [BH09, Lem 7.2] anwenden, da
E, halbeinfach ist, und erhalten

E, = Q.
Die Abbildung E, — V,M, die durch 1 — x gegeben ist, ist somit ein Isomorphismus.
Nach Voraussetzung ist E kommutativ und nach [Bou58, Chp 8 Cor de Prop 1.2/3] ist

damit auch E, kommutativ. Dann gilt
Endg, (VoM) = Endg, (E,) = E, durch

(g;;/f:f’y> - (g:fzig» — ffir f € Bo.
Nun kénnen wir F, in E, einbetten und zeigen, dass F, — E,, gegeben durch « — f,,
ein injektiver Q-Algebren-Homomorphismus ist.
Wir wihlen dazu ein « € F,, also einen Endomorphismus « : V,M — V,M, und ein
x € V,M. Dann liegt die skalare Multiplikation mit x, «(x), in V, M. Wegen E, = V,M
existiert ein eindeutiges f, € E, mit ax — f,x. Damit ist diese Abbildung wohldefiniert.
Nun miissen wir noch zeigen, dass die Abbildung ein Q-Algebren-Homomorphismus ist.
Wir wéhlen « = Y, m; € F, mit n; € Q, und a; € G. Dann ist a(x) definiert als
Y niei(x). Damit gilt a(x) = Y nifa,x und a — Y 1, fo,.
Wahlen wir nun «, § € F, und x € V, M und betrachten die Verkniipfung « o §, so gilt
aof(x) = a(fpx)
=7 fpalx)
= fi ﬁf aX
Evkomm. fafpx.
Also wird a o B auf f, fg geschickt.
Nun zeigen wir die Injektivitdt der Abbildung. Sei f, = 1 in E,, also a(x) = x. Sei
y € V,M. Wegen der Isomorphie von E, und V,M existiert ein eindeutiges f € E, mit

y = fx.Betrachten wir a(y) = a(fx), so konnen wir f und a« wegen (4.2.1) vertauschen.

Wir erhalten so a(y) = fa(x) = fx = y. Daraus folgt « = 1 in F,.

Nun haben wir F, in E, eingebettet und wir miissen nur noch zeigen, dass F, halbeinfach
ist. Da F, eine endlich dimensionale Q-Unteralgebra von E, ist, folgt mit [Bou58, Ch 8
Cor de Prop 6.4/9], dass F, halbeinfach ist.

Nun konnen wir Lemma 4.2.4 anwenden und erhalten das gewiinschte Resultat. O
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

Wir konnen die Aussage von Satz 4.2.5 nicht auf einfache CM-Algebren tibertragen.

Beispiel 4.2.6 Ein Anderson A-Motiv M mit komplexer Multiplikation durch einfaches

E ist nicht notwendigerweise einfach.

Beweis: Sei M ein CM-Anderson A-Motiv von Rang 1 mit Quasi-Endomorphismenring
E := QEnd(M) := Q. Setze M := M als Anderson A-Motiv von Rang 2. Dann ist
QEnd(M) = My»(E). Die Algebra E := E"( (28 ) hat Dimension 2 tiber Q, da (?})
die Nullstelle von X2 — ¢ ist. E ist als Kérper kommutativ und einfach und somit als Al-
gebra der komplexen Multiplikation geeignet.

Wir haben somit eine einfache Algebra der komplexen Multiplikation gegeben, das An-
derson A-Motiv ist jedoch halbeinfach. O

Bemerkung Es ergibt sich die noch ungel6ste Frage, ob man zu jedem CM-Anderson
A-Motiv eine endliche Korpererweiterung finden kann, so dass das Anderson A-Motiv
halbeinfach ist.

4.3 Reinheit

In diesem Abschnitt konstruieren wir ein Anderson A-Motiv, welches komplexe Mul-
tiplikation hat, aber nicht rein ist. Dazu werden wir eine zur Reinheit von Anderson
A-Motiven dquivalente Aussage in der Theorie der lokalen o-Isoshtuka angeben, die im

Beispiel verletzt wird.

In diesem Abschnitt wollen wir folgende Vereinfachung voraussetzen.

Bemerkung 4.3.1 [Har08, 2.4.3] Es gelte F, = IF,;. Damit gilt auch A, = L[[z]]

und Qe 1 = L((ze0)) mit uniformisierendem Parameter zo, von O¢ .

Zunichst definieren wir jedoch reine Anderson A-Motive {iber L.

4.3.1 Definition von Reinheit

Definition 4.3.2 (Reinheit) Ein Anderson A-Motiv M iiber L heil3t rein, falls ein freier
Ac,r-Untermodul Wy € M ®4, Q. von Rang rk(M) existiert, so dass ein n € N+
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4.3. Reinheit

derart existiert, dass T}Grk(M) (a*”'rk(M) WM> — Ay ol

Wie auch den Begriff der komplexen Multiplikation, konnen wir den Begriff der Reinheit

auf abelsche Anderson A-Moduln {ibertragen.

Bemerkung 4.3.3 Ein abelscher Anderson A-Modul heilst rein, wenn das zugehorige

Anderson A-Motiv rein ist.

Es existieren mehrere zu Reinheit dquivalente Bedingungen an das Anderson A-Motiv

oder an das zum Anderson A-Motiv assoziierte lokale Shtuka.

Theorem 4.3.4 [Har08][Th 3.4.15] Sei M ein Anderson A-Motiv iiber L, r := rk M und

d := dim M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
a) M ist rein.

b) Es existiert ein Ao -Gitter Wy C QOOM so, dass z91" : (¢*)"Wy—W) ein Isomor-
phismus auf dem Gitter Wy ist.

¢) Esgilt V., M ®Qpr Qoo a1z = ;ﬁrl/ ! Dabei ist Ej‘srl/ ! definiert durch das Tupel

0...z" or/l
~Br/l i .
Km,l = <(Q00,L"18)®1T: (1 o >>
0...10

_ dim(M)
(M)

mit m,l € Z, (m,1) =1, | > 1 und Steigung 7 =

Bemerkung 4.3.5 Reine, halbeinfache Anderson A-Motive zerfallen in reine, einfache

Anderson A-Motive, wie man mit Hilfe des Theorems 4.3.4 zeigen kann.

Mit 4.3.4 ¢) haben wir die zu Reinheit dquivalente Aussage, die wir benotigen, um zu

zeigen, dass komplexe Multiplikation Reinheit nicht impliziert.

4.3.2 Ein Gegenbeispiel zur Reinheit

In diesem Abschnitt setzen wir A = IF,[t] und konstruieren ein Anderson A-Motiv M
tiber dem A-Kérper L = F;. In diesem Fall ist y : A — L durch t — 6 := 0 definiert mit
maximalem Ideal e = ker(y) = (¢).

Die Idee ist nun, einen Funktionenkorper E so zu wihlen, dass das Anderson A-Motiv
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

komplexe Multiplikation durch E hat und das zu M assozierte lokale o-Isoshtuka bei oo

zwei verschiedene Steigungen hat.

Satz 4.3.6 Es existiert ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation durch halb-

einfaches E, welches nicht rein ist.

Beweis: Sei A = IF;[t] und L = IF; mity : A — L gegeben durch () = 6 := 0.

Setze E := Q[y]/ (y(y — 1) — z) fiir z = } in Q. Wie wir in Beispiel 3.3.4 gesehen haben,
ist E = IF,(x) fiir x := % und O = Fy[x][x?/(x —1)]. Nun kénnen wir das CM-Anderson
A-Motiv M = (M = Og, Ty1 = x?) aus Beispiel 3.3.4 betrachten.

Behauptung: M ist nicht rein.

Wir betrachten nun das lokale c-Isoshtuka assoziiert zu M bei co, um zu zei-
gen, dass Aussage c¢) aus Theorem 4.3.4 verletzt ist. V M ist als das Paar
(M®4, Qo,1, T ®1) definiert. Setzen wir die Definition von L und M ein, so er-
halten wir V, .M = (O ®AQOO,]FV7,X2 ®1).

Nun konnen wir ausnutzen, dass Op ® 4Q = E gilt und wir Qe , zu IF4((z)) vereinfacht

haben, siehe Bemerkung 4.3.1. Setzen wir dann die Definition von E ein, folgt
~ 1
Tt = (B (4l ~ 1) =2 S, Fy((2), 13 ©1)

Wir konnen den Modul weiter umschreiben zu

ol vy — 1) = 2) O Fy((2) = (Blalll/ 0y~ 1) =) g BlD) 1]

z
1
~ R, [/ Wy -1) -2 [].
Wir betrachten nun das primitive Polynom y(y — 1) — z € IF4[[z]][y]. Dieses ist kongruent
zuy(y—1) mod z =goh mod z mit teilerfremden Polynomen g := y und h := y — 1.
Da g und h Polynome von Grad 1 sind, kénnen wir das Henselsche Lemma anwenden
und erhalten eine Zerlegung von y(y — 1) —zin (y — yo) und (y — y;) mit yo, y1 € F,[[z]].

Wenden wir nun den chinesischen Restsatz an, so erhalten wir

Fy[l2][y]/ (y(y = 1) = 2) = Fy[2]][y]/ (y — yo) D Fy[2]][y]/ (y — y)-

Der Modul zerféllt also in die direkte Summe von F,((z)) mit y = yo und FF,((z)) mit
y = y1. Wir erhalten

~ 1 1
KOOM% (QOOIT = 2> @ <Q001T - 2> .
Yo n
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4.4. Uniformisierbarkeit

In Fy[[z]][y]/ (y(y — 1) — z) [1] hat y(y — 1) mod z zwei Lésungen und zwar y = 0
und y = 1. Damit gilt yo =0 mod z und y; =1 mod z und somit ord,(yp) = 1 und
ord;(y1) = 0, da ord,(z) = 1 ist.

Wir kénnen also V., M ® 0w Qoo,]FZzg als direkte Summe von 272,1 und 20/1 schreiben.

Das lokale o-Isoshtuka bei co hat somit zwei verschiedene Steigungen und damit ist M

nicht rein. O

4.4 Uniformisierbarkeit

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass nicht jeder abelsche Anderson A-Modul mit kom-
plexer Multiplikation uniformisierbar ist. Dazu greifen wir auf ein Beispiel aus [BHO7]
zuriick, welches uns die Menge der uniformisierbaren Anderson A-Motive beschreibt

und konstruieren ein Gegenbeispiel.

4.4.1 Definition der Uniformisierbarkeit

Zuerst definieren wir den Begriff der Uniformisierbarkeit fiir abelsche Anderson A-
Moduln und geben dquivalente Formulierungen, sowie Eigenschaften der Exponenti-
alfunktion an. Fiir den Fall A = IF,[t] orientieren wir uns an [Gos98, Kapitel 5]. Der
Einfachheit halber betrachten wir Anderson A-Motive iiber Cq. Fiir allgemeinere Resul-
tate siehe [BHO7, Chp 8].

Die Uniformisierbarkeit wird mit Hilfe der Exponentialfunktion definiert, die fiir jeden

abelschen Anderson A-Modul existiert.

Definition 4.4.1 (Exponentialfunktion) [Gos98, Thm 5.9.6] Die Exponentialfunktion
eines abelschen Anderson A-Moduls (G, ¢) iiber C ist eine ganze, rigid-analytische

Funktion expg : To G — G(C«) derart, dass

expG (To(9a)z) = @a (expc(z))

fiir alle z € Ty G und fiir alle a € A gilt.
Den Kern der Exponentialfunktion bezeichnen wir mit A := ker(expg) C To G = CZ¥.
Er ist als lokal freier A-Modul ein Gitter in Ty G.
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

Folgende Eigenschaft der Exponentialfunktion werden wir brauchen, um die Algebraizi-

tat in Kapitel 5 zu zeigen.
Bemerkung 4.4.2 [Gos98, S.162ff]
a) EsgiltexpgoTy f = f oexpg fiir alle f € Endc_ (G, ¢).

b) Die Exponentialfunktion ist lokal umkehrbar.

Mit Hilfe der Exponentialfunktion konnen wir den Begriff der Uniformisierbarkeit ein-

fithren.

Definition 4.4.3 (Uniformisierbarkeit) [Gos98] Ein abelscher Anderson A-Modul
(G, @) iiber Co, heildt uniformisierbar, falls die Exponentialfunktion von G surjektiv ist.
Dann gilt insbesondere G(Cs) = To G/A.

Da abelsche Anderson A-Moduln iiber perfekten Korpern zu Anderson A-Motiven anti-

dquivalent sind, konnen wir Uniformisierbarkeit auch fiir Anderson A-Motive definieren.

Bemerkung 4.4.4 Ein Anderson A-Motiv {iber einem perfekten Korper L hei3t unifor-

misierbar, falls der assoziierte abelsche Anderson A-Modul uniformisierbar ist.

Es existieren mehrere zu Uniformisierbarkeit 4quivalente Aussagen.

Lemma 4.4.5 [Gos98, Th 5.9.14] Fiir einen abelschen Anderson A-Modul (G, ¢) iiber

L sind folgende Aussagen dquivalent:
a) Der abelsche Anderson A-Modul (G, ¢) ist uniformisierbar.

b) Als lokal freier A-Modul ist A von Rang rk4, (M(G)).

Der Tangentialraum eines reinen, uniformisierbaren abelschen Anderson A-Moduls {iber

C wird vom Kern der Exponentialfunktion als C«-Modul erzeugt.

Lemma 4.4.6 [Gos98, Th 5.11.7] Sei (G, ¢) ein reiner, uniformisierbarer abelscher An-
derson A-Modul iiber Co. Dann gilt

ToG =< A >Cor

To G wird also von A als Co-Modul erzeugt.
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4.4. Uniformisierbarkeit

4.4.2 Uniformisierbare abelsche Anderson A-Moduln

Wir zeigen, dass ein uniformisierbares, einfaches CM-Anderson A-Motiv komplexe Mul-
tiplikation durch den Schiefkdrper QEnd (M) hat. Danach geben wir ein Beispiel von

uniformisierbaren 2-dimensionalen Anderson A-Motiven von Rang 2 an.

Satz 4.4.7 Sei L ein perfekter A-Korper und sei M ein uniformisierbares, einfaches An-
derson A-Motiv iiber L. Dann ist die Dimension von Q End(M) iiber Q kleiner gleich
dem Rang des Anderson A-Motivs M.

Beweis: Da M einfach ist, folgt mit Satz 4.2.2.a), dass QEnd(M) ein Schiefkorper tiber
Q ist. Damit ist der QEnd(M)-Modul Q ® 4 A sogar ein QEnd(M)-Vektorraum. Da
aus der Uniformisierbarkeit folgt, dass A # 0 ist, hat der Vektorraum die Dimension

dimggng(m) Q ®a A > 1. Wir kénnen also folgern, dass gilt

rk(M) = dimQ Q®aA
=[QEnd(M) : Q] - dimggng(m) Q ®a A
>[QEnd(M) : QJ.

O]

Korollar 4.4.8 Sei L ein perfekter A-Korper. Fiir ein CM-Anderson A-Motiv M iiber L,
welches uniformisierbar und einfach ist, gilt, dass es komplexe Multiplikation durch den
Korper E = QEnd(M) hat.

Beweis: Aus der komplexen Multiplikation folgt, dass in QEnd(M) eine halbeinfache,
kommutative CM-Algebra E existiert mit [E : Q] = rk(M). Nach Satz 4.4.7 gilt aber
[E : Q] > dimgp QEnd(M) und damit ist der Schiefkérper QEnd(M) = E kommutativ.

O

Die folgende Aussage brauchen wir zum Beispiel in Kapitel 5, um den CM-Typ eines

Anderson A-Motivs zu definieren.

Satz 4.4.9 Sei (G, ¢) ein uniformisierbarer, reiner abelscher Anderson A-Modul {iber
Co mit komplexer Multiplikation durch halbeinfaches E mit O C End;(M). Dann ist
A ® 4 Q ist ein freier E-Modul von Rang 1.
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

Beweis: Wir zeigen, dass die Abbildung Endc_ (G,¢) x A — A, die (f,A) fiir
f € Endc, (G, 9) und A € A auf Tp f(A) schickt, wohldefiniert ist. Das ist der Fall, da
exp(To f)(A) = f(exps(A)) = f(0) = 0 gilt und somit Ty f(A) € A liegt. Also ist A
ein Endc_ (G, ¢)-Modul.

Damit ist A ® 4 Q ein QEnd(G, ¢)-Modul und wegen E C QEnd(G, ¢) ist A®4 Q ein
E-Modul.

Um mit [BHO9, Lem 7.2] folgern zu konnen, dass Q.A := A ®4 Q ein freier E-Modul
von Rang 1 ist, brauchen wir eine Injektion E — Endg(A ®4 Q).

Wir betrachten ein Element f aus dem Kern der Abbildung. Da E der Quotientenkorper
von O ist, konnen wir oBdA f € Og wahlen, das heif3t

f=Toflawsq =0

Insbesondere ist Ty f(A) = {0} und nach Lemma 4.4.6 wird Ty G von A erzeugt. Daher
gilt Tp f(x) = O fiir alle x € Tp G. Wir konnen nun die definierende Eigenschaft der

Exponentialfunktion ausnutzen:

fexpg(x)) =expa(To f(x))
=expg(0)
=0
Da die Exponentialfunktion surjektiv ist, folgt f(y) = 0 fiir alle y € G(Cs). Damit ist f
die Nullabbildung und E — Endg(A ®4 Q) injektiv. O

Wir geben nun ein Beispiel zur Uniformisierbarkeit eines Anderson A-Motivs von Rang

und Dimension 2 unter der Voraussetzung A = IF,[t] an.

Beispiel 4.4.10 [BHO7, Prop 7.1] Sei { € Cs \ {0} mit |{|] < 1, X := SpecR mit
R:=Cula,b,c,d)/(a+d+2f,ad — bc — {?) und seien Ay := (*5) und A :=1d +t - A;.
Dann gilt det A = (1 — (t).

Fiir die Familie von Anderson A-Motiven F = (O?;, T=A-0)gilt

{y max Ideal von R ‘ v F uniformisierbar} =

U ¢{ymaxidealvon R | |a(y)], c(y)], ld(y)| <1}.
g€GLy(IFg)
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4.4. Uniformisierbarkeit

Die Gruppe GL,(IF,) definiert durch GL,(FF;) x X — X, (g,A) — gAg~! eine Aktion
auf X. Dadurch wird ein Isomorphismus ¢*F = F fiir alle ¢ € GL,([F,) induziert, der
durch ¢*F(y) = F(g(y)) gegeben ist.

4.4.3 Ein Gegenbeispiel zur Uniformisierbarkeit

Nun konstruieren wir ein Anderson A-Motiv iiber C, mit komplexer Multiplikation,

welches nicht uniformisierbar ist. Wir wéhlen dazu A = IF,[t].

Da wir im Gegenbeispiel nur ein maximales Ideal y untersuchen miissen, um zu zeigen,
dass y*M nicht uniformisierbar ist, kénnen wir a fiir a(y) = a mod y in x(y) = R/m

mit maximalem Ideal m in R schreiben und dies analog auch fiir b,c und d tun.

Satz 4.4.11 Es existiert ein Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikation durch O,

welches nicht uniformisierbar ist.

Beweis: Sei A = F4[t], L = Co und seiy : A — Cq durch ¢ — {1 firein ¢ € Co \ {0}
mit |{| < 1 gegeben. Wir wéhlen 7 € C \ {0} mit |#| < 1und y(y — 1) = .

Sei wie in Beispiel 3.3.4 die Q-Algebra E gegeben durch Q[y]/ (y(y — 1) — z) fiirz :=
in Q. Mit x := % ist E = TF;(x) und O = FFy[x][x?/(x — 1)] der Ganzheitsring von E.
Wir definieren das Anderson A-Motiv M = (M, ty) durch M := Og ®p,L und
™ = (1—75x)%/(1 —x).

Behauptung: M ist ein CM-Anderson A-Motiv von Rang und Dimension 2.

M ist ein freier Modul vom Rang 1 iiber Og; und damit insbesondere ein A;-Modul.
Somit gilt auch O C End(M), also hat M komplexe Multiplikation durch Og.

Da O = A @ Ax, konnen wir die Basis (1, x) wiahlen und 7y, bezliglich dieser Basis

darstellen. Mit Hilfe von Gleichung (3.3.1) schreiben wir Ty, als Polynom in x und ¢.

™ (G3.1) (1—2nx +172*) (1 +x+t)

= 1+ =2p)x+t—2n(x24xt)+ (1+x+ )53

x2:ifxt

=" 1+ -2n)x+ (1—n)t

Die Darstellung beziiglich x sieht dann wie folgt aus:

2 xzzéftx (

T x = (1+72)x + (1 —25)tx + (1 —27)x 14+ 72)x + (1 —25)t
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

Damit ist Tj; durch die Matrix

1+ (1 —n)% (1-2n)t
™ =
1-27y 1+ n?t

gegeben. Berechnen wir nun die Determinante
dettyr = (1+ (1—))(1+728) — ((1—27))
=14 2%t + 25t — APt + *t + 2 (p? — 2112 + 1)
=142t — %) + (1 =)
=1-2(y(y = 1)t + (n(n —1))°#,

so erhalten wir mit { = n(y — 1)
det ™ = (1 — gt)z.

Aus Beispiel 2.3.3 folgt, dass M ein Anderson A-Motiv ist. Ogen

Um Beispiel 4.4.10 anwenden zu konnen, miissen wir T in die Form v/ = Id +tA;

bringen. Wir erreichen das, indem wir 7/ als U~! - 1p; - o(U) setzen, mit U = (g ‘1)),

wobei s € Co mit s7 —s+ (1 —2x) = 0 gilt. Daraus folgt |s| = 1.

Das ergibt fiir 7':
O Uy ol — (1 0) . <1+(1—;7)2t (1—217)t> . <1 o)
—s 1 1-27 1+ 75t s1 1
_( 1+ (1—n)t (1—2y)t )(1 0)
—s—(1—n)%st+1-2n 14 ((=1+427)s+n?)t s1 1
:< 1+ #((1—n)%+ (1—27)s7) (1—2y)t )
—(1—7)

Zst+1—2np—s+s1+ ((2n —V)s+71?)s 1+ ((—1+2n)s+y?)t

Also konnen wir v/ in der gewiinschten Form v/ = Id +tA; mit

A 1—2n+ %4 (1 —27)s 1-2y
' s(—=1+427 — 7% —sT+2ns7) + 527 (—1+2n)s + 1>

schreiben. Die Matrix A; = (*%) koénnen wir mit s7 — s + (1 — 217) = 0 vereinfachen
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4.4. Uniformisierbarkeit

und erhalten

a= (1—21)(1+s7) + 52 = (1—275)s + 21 — 37?
b= 1—-2y

= —s(L—2p)(1+s) — Pl =) = (~1)(1—2q)(s +1)?
d= (27 —1)s + 72

und damit

((1—217)s+217—3172 1-2y )
(=D =2n)(s+n)?* @p—D)s+7n)

Behauptung: M ist nicht uniformisierbar.

Wir wollen nun Beispiel 4.4.10 ausnutzen und zeigen, dass A’ := A; mod {|.| < 1}
unter GL;(IF,) nicht zu () konjugiert ist.

Dazu berechnen wir zunéchst die Betrdge von a, b, c und d, um A’ zu bestimmen. Wegen

l7] < 1und |s| =1 gilt || < |s| und damit:

lal = |s—2ys+27 =37 =]s]
b| = 11— 27| =1
el = (=D —=27)(s+n)?* =]-5
d| = 2517 — s + 17| =|—s|

Also ist

1
A=A, mod {|.] <1} (Sz )
—S —S

Angenommen A’ sei konjugiert zu () unter GL,(FF,) und sei g = (4 %) € GLy(FF,).
Dann wenden wir die in Beispiel 4.4.10 definierte Aktion von GL,(IF,;) auf X an, also

(g,A") — gA'¢™!. Damit gilt
u v S 1 1 x  —v) 0 =
w X —s2 —s) ux—ovw \—w y 00/’

1 (uxs — oxs? — uw + vws —uvs + v2s? + u? — yvs ) _ (0 *>
00/

also

ux —ow \ wxs — x2s% — w? + wxs —w?s + wxs® + uw — uxs
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4. Eigenschaften eines Anderson A-Motivs mit CM

2 _yw+ovws = 0 und damit

Da u,v € T, gil, folgt wegen uxs — vxs
u(xs —w) = v(xs* —ws), dass s = % mod {|.| < 1} in F; + {|.| < 1} liegt. Das ist

aber ein Widerspruch dazu, dass wegen s7 —s + (1 —25) =0 gilt: s € F, + {| .| < 1}.4

Damit ist A’ nicht konjugiert zu () unter GL,(F;) und M nach Beispiel 4.4.10 nicht

uniformisierbar. O
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5 Klassifikation von Anderson A-Motiven

In diesem Kapitel klassifizieren wir Anderson A-Motive iiber C bis auf Isogenie bezie-
hungsweise Isomorphie. Wir beschranken uns dabei auf die uniformisierbaren, reinen,
halbeinfachen Anderson A-Motive mit komplexer Multiplikation und auf die Situation
A =TF,t].

Wir zeigen, dass zwei verschiedene Anderson A-Motive mit isomorphen CM-Typen in
einer Isogenieklasse liegen und dass isogene Anderson A-Motive von isomorphem CM-
Typ sind. Dazu definieren wir den CM-Typ als Paar (E, q), wobei E eine halbeinfache,
kommutative Q-Algebra und q C E ®¢g Cwl[z — {]] ein E ®g Cwl[z — {]]-Untermodul
von Rang dimg E ist.

Die vollstdndige Klassifikation der Anderson A-Motive scheitert daran, dass wir nicht
jedem CM-Typ ein Anderson A-Motiv zuordnen kénnen. Im Gegensatz zu den abelschen
Varietéten besitzt nicht jeder Quotient C% / ker(exp) die Struktur eines Anderson A-
Motivs. Wir erhalten allerdings eine Injektion von der Menge der Isogenieklassen von
Anderson A-Motiven in die Menge der Isomorphieklassen des CM-Typs.

Betrachten wir die Menge der Isomorphieklassen von Anderson A-Motiven, so miis-
sen wir, um eine &hnliche Injektion zu erhalten, den CM-Typ um eine zusétz-
liche Information erweitern. Schrdnken wir die Exponentialfunktion des Ander-
son A-Motivs auf Q ®4 ker(exp) ein, so konnen wir den Kern der Abbildung
E — Q®aker(exp) — Giors(Coo) als das Gitter a definieren. Nehmen wir nun dieses
Gitter zu dem CM-Typ hinzu, so kénnen wir zeigen, dass, falls die zu M und M’ geho-

renden Tripel (E, q,a) und (E’, ¢, a’) isomorph sind, auch M und M’ isomorph sind.
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5. Klassifikation von Anderson A-Motiven

5.1 Der CM-Typ

Um den CM-Typ definieren zu konnen, miissen wir zunichst zeigen, dass ein z € Q
existiert, so dass z — (z) das Ideal | := (a®1—1®(a) | a € A) in Ac,, erzeugt.
Denn dann konnen wir iiber dem Ring Co[[z — {]] arbeiten.

Die Abbildung A A, Coo — Coo, 1 ® b — y(a)b, als deren Kern das Ideal | definiert ist,
induziert die Abbildung Spec Coo — Spec(A ®F, Ceo) € C Xgpec, Spec Coo =: Cc,,. Fiir
einen uniformisierenden Parameter w des diskreten Bewertungsrings Oc,_ v(j) konnen
wir die Vervollstdndigung schreiben als O:Co;;( ) = Co[[w]].

Nun zeigen wir, dass wir als uniformisierenden Parameter von Oc__ y(;) die Differenz
z — { wahlen konnen, wobei z der uniformisierende Parameter von Q bei oo ist und

 := v(z) das Bild von z unter dem IF,-Homomorphismus  ist.

Lemma 5.1.1 Sei z der uniformisierende Parameter von Q bei co und ¢ das Bild von z
unter ¢ : A — Cq. Dann ist die Differenz z — { ein uniformisierender Parameter von

Ocev()- -
Insbesondere gilt Oc__ v(j) = Cwl[z — {]]-

Beweis: Da die Differenz z — { in | liegt, gilt Cs[[z — {]] € Co[[w]]. Die Gleichheit
Col]z — {]] = Cl[[w]] gilt, wenn wir wissen, dass z — ¢ das Ideal erzeugt.

Sei dazu a € Q ganz iiber dem Polynomring IF,[z]. Wir betrachten das Minimalpolynom
F(a,z) := mipo, /(=) Yon a liber IF;(z). Da z der uniformisierende Parameter von Q bei
oo ist, also co unverzweigt in dieser Korpererweiterung ist, gilt, dass Q eine separable
Korpererweiterung von IF,(z) ist.

Wir betrachten nun F(a,z) als Polynom in zwei Variablen iiber C, und berechnen in
Co[[w]] die Taylorentwicklung von F nach (a,z) im Punkt («,{) mit « := <(a). Da
F(a,z) ein Polynom ist, bricht diese Taylorentwicklung nach endlich vielen Summanden

ab und es gilt somit

F(a,z) EF(&,@)—F%(&,@) : (a—uc)—i—a—F %) -(z— ) mod J%

az(

Da F(a,z) = 0 und v ein IF,-Homomomorphismus ist, gilt auch F(«,{) = 0 und da
wegen der Separabilitit von Q iiber IF,(z) die partielle Ableitung 3—5(0(, 0) # 0 gilt, folgt
a—y(a) € (z—10) - Col[z — ]]/J?. Es gilt also, dass die Differenz z —  # 0 in | liegt

und damit z — {/(z — {)? # 0. Somit erzeugt z — { das maximale Ideal und ist somit ein

52



5.1. Der CM-Typ

uniformisierender Parameter.

Insbesondere gilt O;,o,\v(]) = Cu[[z — ] =

Damit konnen wir nun den CM-Typ definieren.

Definition 5.1.2 (CM-Typ) Ein Paar (E, q), bestehend aus einer halbeinfachen, kom-
mutativen Q-Algebra E der Dimension r € IN und einem endlich erzeugten Untermodul
q € E®g Cwl[z — {]] von Rang 1, heilt CM-Typ.

Zwei CM-Typen (E,q) und (E’,q’) heillen isomorph, falls eine Abbildung
f:(E,q) — (E',q') existiert, die ein Isomorphismus der Q-Algebren ist und den Unter-
modul q auf q’ abbildet.

Bevor wir den CM-Typ eines abelschen Anderson A-Moduls definieren, beweisen wir
die Existenz eines Isomorphismus zwischen den CM-Algebren zweier isogener abelscher
Anderson A-Moduln iiber C.,. Dazu definieren wir fiir einen reinen, uniformisierbaren
abelschen Anderson A-Modul (G, ¢) mit komplexer Multiplikation durch halbeinfaches
E die Abbildung

§:E®pCollz—0]] = ToG

g@Zbi(z_é)iszi<T0¢2_€>iT0g<A). (5.1.1)

Dabei sei A eine E-Basis von Q.A wie in Satz 4.4.9 und Ty ¢, fiir den uniformisierenden
Parameter z = § € Q definiert als (To ¢(b)) ! T ¢(a).

Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert, da definitionsgemaR (To ¢, — {)? = 0 auf Ty G gilt
und nach Satz 4.4.9 ein Isomorphismus zwischen E und Q.A existiert, der ¢ € E auf
Tog(A) € Ty G schickt.

Nach Lemma 4.4.6 wissen wir, dass der Tangentialraum von G durch A als

Co [TO Pa | ac A] -Modul erzeugt wird. Also ist § surjektiv.

Satz 5.1.3 Seien G; und G, reine, uniformisierbare, halbeinfache CM abelsche Ander-
son A-Moduln iiber C,, mit CM-Algebren E; beziehungsweise E; und sei f : G; — G,
eine Isogenie. Sei ¢; fiir i = 1,2 jeweils definiert wie in (5.1.1). Dann existiert ein Iso-
morphismus f zwischen den CM-Algebren mit f(ker(é;)) = ker(dy).

Beweis: Da wir uns in generischer Charakteristik befinden, ist f separabel und induziert

einen Isomorphismus der Tangentialrdume Ty f : Top Gi = To G2 ([Har08, 2.4.10]). Es
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5. Klassifikation von Anderson A-Motiven

gilt Ty f(A1) C Ay, da jedes A; als Kern der Exponentialfunktion von G; ein Gitter ist.
Wir kénnen also zu jedem A; € A ein A, € A, so wihlen, dass Ay = Tp f~1(A2) gilt,
wobei Ty f~! die Umkehrfunktion von Tj f ist.

Nach Satz 4.4.9 existiert ein Isomorphismus «; : E; — Q ®4 A;. Fiir eine Basis A1 von
Q ®a A1 mit EjA; = Q ®4 A; definieren wir ay durch ¢ — Ty g(A1) und erhalten so

folgendes Diagramm:

Togf\l) Q@T/\lﬂ'Q@f/\z To f(Tog(A1)) = To f(Tog((To f) ' (A2)))
8 ElN ***** ’EZN ;' oTo fom(g)

Ein Element g € E; wird durch a7 auf Ty g(A1) geschickt. Mit Hilfe des Isomorphismus
der Tangentialrdume wird es auf Ty f(To g(A1)) = To f(To g(To f(A2))) geschickt.

I an, so erhalten wir ein Element in E,. Somit existiert ein Isomor-

Wenden wir nun a,
phismus f := a; ' o Ty f o a; zwischen E; und Ep.
Betrachten wir nun die Abbildungen J; aus (5.1.1) fiir i = 1, 2, so erhalten wir folgendes

kommutative Diagramm:

0*>ker(51 H-El ®QCOQHZ—€” LTO Gl —0
|~ ~ ~
[ if@id To f
\i .
0*>ker(52*>152 ®QCOO[[Z—CH L)TO G2*>0

Daraus folgt der gewiinschte Isomorphismus der Kerne. O

Nun kénnen wir uns der Definition eines CM-Typs eines abelschen Anderson A-Moduls
zuwenden. Sei dazu (G, ¢) ein reiner, uniformisierbarer, halbeinfacher, CM abelscher
Anderson A-Modul iiber Co, von Dimension d und Rang r. Den zu (G, ¢) gehorenden
CM-Typ bestimmen wir wie folgt:

Als gewiinschte kommutative Q-Algebra des CM-Typs wihlen wir eine Algebra der kom-
plexen Multiplikation, die wir nach Satz 4.2.2 halbeinfach wéhlen kdnnen, da der abel-
sche Anderson A-Modul nach Voraussetzung halbeinfach ist.

Durch die Uniformisierbarkeit des abelschen Anderson A-Moduls erhalten wir die Sur-
jektivitdt der Expontentialfunktion exp; und setzen ihren Kern als A := ker(expg).

Nun konnen wir die folgende Abbildung definieren, die wie (5.1.1) wohldefiniert und

54



5.1. Der CM-Typ

surjektiv ist:

0 — ker(§) — A®4Cullz—¢]] - ToG — 0 (5.1.2)
A@Y bi(z—=0) = Ybi(Tog=—{)'A

Da nach Satz 4.4.9 eine Bijektion
a:E®qCollz— )] = A®aCollz —{]] (5.1.3)

existiert, kénnen wir 6 und & zu einer Surjektion verkniipfen. Da wegen der Uniformi-
sierbarkeit A ein A-Modul von Rang r ist, folgt, dass ker(J o a) ein E ®¢g C[[z — ]]-
Untermodul von Rang r ist.

Setzen wir q als Kern der Abbildung ¢ := J o &, so ist auch die zweite Bedingung des
CM-Typs erfiillt.

Wir haben somit gezeigt, dass jedes reine, uniformisierbare, halbeinfache abelsche An-

derson A-Modul mit komplexer Multiplikation einen CM-Typ besitzt.

Definition 5.1.4 (CM-Typ eines abelschen Anderson A-Moduls ) Mit den voran ge-
gangenen Bezeichnungen definieren wir den CM-Typ eines reinen, halbeinfachen, uni-
formisierbaren, CM abelschen Anderson A-Moduls (G, ¢) als das Paar (E,q) mit der
halbeinfachen CM-Algebra E und q = ker (4 o «) fiir § aus (5.1.2) und a aus (5.1.3).

Nun miissen wir noch zeigen, dass der CM-Typ wohldefiniert ist und nicht von den

Wahlen von E und q abhéngt.

Korollar 5.1.5 Der CM-Typ eines reinen, halbeinfachen, uniformisierbaren abelschen
Anderson A-Moduls hangt, bis auf Isomorphie, weder von der Wahl von E, noch von der
Wahl von « ab.

Beweis: In Satz 5.1.3 haben wir gezeigt, dass die CM-Typen isogener abelscher Anderson
A-Moduln isomorph sind. Da die Wahl von E und « den abelschen Anderson A-Modul
nicht verdndert, ist dieser insbesondere isogen zu sich selbst. Also sind die CM-Typen
isomorph. Damit ist der CM-Typ, bis auf Isomorphie, eindeutig bestimmt und wohldefi-

niert. O
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5. Klassifikation von Anderson A-Motiven

5.2 Klassifikation bis auf Isogenie

Wir haben im voran gegangenen Abschnitt gesehen, dass isogene abelsche Anderson
A-Moduln isomorphen CM-Typ haben. Um die abelschen Anderson A-Moduln zu klas-
sifizieren, miissen wir noch zeigen, dass isomorphe CM-Typen zu isogenen abelschen

Anderson A-Moduln gehoren.

Satz 5.2.1 Zu zweli reinen, uniformisierbaren, halbeinfachen, CM abelschen Anderson
A-Moduln iiber C mit isomorphen CM-Typen existiert ein Isomorphismus der Tangen-
tialrdume fo mit fo(A1) C A derart, dass eine Isogenie f € Homc,, (G1(Cw), G2(Coo))
mit fo = Tp f existiert.

OHAl HToclipG;Cq(Coo)*)o

| I
| fo I f (5.2.1)

Y X
0—>Ay—> TGy 2 G2(C) —=0

Insbesondere ist f endlich und surjektiv, falls fy bijektiv ist.

Beweis: Seien G; und G, zwei solcher abelscher Anderson A-Moduln mit komplexer
Multiplikation durch E; beziehungsweise E,. Dann erhalten wir per Definition der Iso-

morphie von CM-Typen folgendes kommutatives Diagramm:

~

Eq E;
I)Lliw D(ziw
A C Q®AA1*@>Q®AA2

Nach Multiplikation mit einem geeigneten a € A gilt fo(A1) C Ay, da A; und A, Gitter
sind.
Betrachten wir die exakten Sequenzen, die aus der exakten Sequenz 5.1.2 durch Ver-

kniipfung mit den a; entsteht, so erhalten wir folgendes kommutatives Diagramm:
6
00— —E ®QC00HZ — CH *1>T061 —0

N y

5 N
0—2 —Er®q Coollz — {]] =Ty Gy —0
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5.2. Klassifikation bis auf Isogenie

Da g; beziehungsweise q, der Kern der Abbildung J; beziehungsweise ¢, ist, erhalten
wir die gewlinschte Isomorphie der Tangentialriume.

Nach Definition der abelschen Anderson A-Moduln G; existiert ein Ringhomomorphis-
mus ¢; : A — Endc,, ,(G;) definiert durch a — ¢;, mit (To ¢;, — v(a))? = 0 auf Ty G;.
Fir a ¢ ker(y) = (0) ist ¢;, eine separable Isogenie. Der induzierte Morphismus der
Tangentialrdume ist somit eine Isomorphie. Damit gilt Ty @2, 0 fo = fo o To @1, fiir alle
ae€ A\ {0}.

Da fo(A1) € A, gilt, erhalten wir aus dem kommutativen Diagramm 5.2.1 die Abbildung
f : Gi1(Cx) — G2(Co) mit expg, © fo = f © expg,. Zusammen mit der definierenden
Eigenschaft der Exponentialfunktion folgt f o ¢1, 0 expg (z) = @240 f 0 expg (z) fiir
alle z € TGy und alle a € A\ {0}. Da die Exponentialfunktion nach Voraussetzung
surjektiv ist, wird die Bedingung ¢, 0 f(x) = f o ¢1,(x) fiir alle x € G;(Cs) und fiir
allea € A\ {0} erfiillt. Wie wir in Korollar 5.4.8 zeigen werden, gilt fo = Ty f, das hei3t
f ist ein Homomorphismus von abelschen Anderson A-Moduln.

Die Surjektivitdt und Endlichkeit von f folgt direkt aus der Kommutativitdt des Dia-
gramms 5.2.1. O

Es bleibt die Algebraizitit fy = Ty f zu zeigen, das heilt, wir miissen zeigen, dass f

durch Polynome gegeben ist. Das werden wir im Abschnitt 5.4 erarbeiten.

Wir haben mit Satz 5.2.1 gezeigt, dass Anderson A-Motive mit isomorphen CM-Typ in

einer Isogenieklasse liegen.

Satz 5.2.2 Es existiert eine Injektion zwischen der Menge der Isogenieklassen der rei-
nen, halbeinfachen, uniformisierbaren, CM-Anderson A-Motiven und der Menge der Iso-

morphieklassen der CM-Typen.

Beweis: Seien (Ep,qq) und (Ej, q2) isomorphe CM-Typen der reinen, halbeinfachen, uni-
formisierbaren, CM abelschen Anderson A-Moduln G, und G,. Nach Satz 5.1.3 erhalten
wir die Wohldefiniertheit der Abbildung. Die Injektivitat folgt aus Satz 5.2.1, der besagt,
dass abelsche Anderson A-Moduln mit isomorphen CM-Typen isogen sind.

Bilden wir die zu den abelschen Anderson A-Moduln assoziierten Anderson A-Motive

folgt die Behauptung. O
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5.3 Klassifikation bis auf Isomorphie

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Injektion von der Menge der Isogenieklassen der
reinen, halbeinfachen, uniformisierbaren, CM-Anderson A-Motiven in die Menge der
Isomorphieklassen der CM-Typen gezeigt. Nun wollen wir die Injektion von der Menge
der Isomorphieklassen der reinen, halbeinfachen, uniformisierbaren, CM-Anderson A-
Motive in die Isomorphieklassen der CM-Typen mit Gitter zeigen.

Wir zeigen dazu, dass die Isogenie zwischen den abelschen Anderson A-Moduln aus
Satz 5.2.1 injektiv ist. Dazu muss eine zusétzliche Information zu dem CM-Typen hin-
zugenommen werden. Und zwar definieren wir das Gitter a als den Kern der Abbildung
E— Q®a A — Gios(Coo), wobei der erste Teil der Abbildung aus Satz 4.4.9 stammt
und der zweite Teil der Abbildung die Einschrdnkung der Exponentialfunktion von G
auf Q ®4 A ist.

Im Folgenden zeigen wir, dass die Definition des Gitters a wohldefiniert ist.

Dazu definieren wir zu einem reinen, halbeinfachen, uniformisierbaren, CM abelschen
Anderson A-Modul G, ausgehend von der exakten Sequenz der Uniformisierbarkeit, das

Gitter a wie folgt:

Ctors

OHA;)QQQAA;))GMH(COQ);)O

-

0 a E Gtors (Coo) —0

Der Morphismus « : E — Q®4 A = E - Ag ist durch ¢ — Ty g(Ao) gegeben, wobei A
eine E-Basis von Q ® 4 A ist (siehe Satz 4.4.9).

Die Abbildung ey, ist wohldefiniert, denn fiir ein Element x € Q®4 A = (A \ {0}) 1A,

b

also x = .

Afiira,b € Aund A € A, gilt, dass Ty ¢,(x) ein Element von A = ker(expg)
ist.
Somit gilt fiir x € Q ®4 A, dass 0 = expg(To ¢ (x)) Eig.expc

heilt, fir alle x € Q ®4 A gilt expg(x) € Grors = {z € G | Ja € A mit @,(z) = 0}.

¢a(expg(x)) erfiillt ist, das

Nun miissen wir noch zeigen, dass die Abbildung e;,,s surjektiv ist. Dazu wahlen wir ein

z € Giors(Co) € G(Coo). Da expg auf G(C«) surjektiv ist, existiert ein x € Ty G derart,
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5.4. Algebraizitétssatz fiir A = FF,[t]

dass expg(x) = z gilt. Wir wissen aullerdem, dass ein a € A existiert mit ¢,(z) = 0, da
z in den Torsionspunkten Gy,rs(Coo) liegt.
Damit folgt 0 = ¢,(z) = @a(expg(x)) Fig oxpo
alsox € Q®a A.

expg(To ¢a(x)) und somit Ty ¢, (x) € A,

Lemma 5.3.1 Das Gitter a := ker(eprs0on™!) = {g € E|Tog(Ag) € A} mit a wie in

den vorangegangenen Uberlegungen ist wohldefiniert. O

Satz 5.3.2 Es existiert eine Injektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der
reinen, uniformisierbaren, halbeinfachen Anderson A-Motiven mit komplexer Multipli-
kation und der Menge der Isomorphieklassen der CM-Typen zusammen mit dem Gitter
(E, q, a).

Beweis: Seien M; und M, zwei solcher Anderson A-Motive und E; und E; die entspre-
chenden CM-Algebren. Seien nun M; und M, isomorph. Um zu zeigen, dass die Abbil-
dung wohldefiniert ist, bleibt nach Satz 5.2.2 die Isomorphie von a; und a, zu zeigen.
Diese folgt aus der Definition der Gitter a;, da E; und E;, sowie A; und A, isomorph
sind.

Fiir (Eq, q1, a1) = (Eg, q2, ap) gilt nach Satz 5.2.2, dass M; und M, isogen sind. Sei f die
Isogenie zwischen den assoziierten abelschen Anderson A-Moduln. Aus Satz 5.2.1 folgt,
dass Ty f ein Isomorphismus der Tangentialrdume ist. Es gilt Top G1 /A1 = To G2/ /A2, da
A1 und A, durch die Isomorphie von a; und a auch isomorph sind. Damit ist auch f

ein Isomorphismus und wir erhalten die Injektivitét. O

Fiir die Injektivitdt der Abbildung haben wir wieder auf Korollar 5.4.8 vorgegriffen, da

wir erst im kommenden Abschnitt die Algebraizitit von f beweisen.

5.4 Algebraizitatssatz fiir A = IF,[t]

Gegeben ist die Abbildung f : G;(Ce) — G2(Cs) aus dem Beweis von Satz 5.2.1 zwi-
schen zwei uniformisierbaren, reinen, halbeinfachen, CM abelschen Anderson A-Moduln

mit f o @1, = @40 f fiir alle s € A und ein Isomorphismus der Tangentialrdume f, mit

expg, ofo = foexpg,.
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Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass Ty f = fp gilt, also, dass f ein algebraischer Mor-
phismus ist und damit ein Homomorphismus von abelschen Anderson A-Moduln.

Dazu zeigen wir zunéchst in Satz 5.4.3, dass f ein analytischer Morphismus ist. Dann
wenden wir Serres Prinzip "Géometrie Algébrique et Géométrie Analytique", kurz GAGA,
an. Dazu miissen wir die Abbildung f auf Garben erweitern und zeigen, dass bei diesem
Ubergang keine Singularitit entsteht. Mit GAGA erhalten wir dann den gewiinschten

algebraischen Morphismus.

Im Folgenden betrachten wir die Analytifizierung des additiven Gruppenschemas G,
die wir mit G"¢ bezeichnen. Da wir wissen, dass GZ/COO = SpecCoo[x1,...,x4] = A?
gilt, konnen wir die rigid-analytische Version des d-dimensionalen algebraischen affinen
Raums betrachten und erhalten so die Analytifizierung des additiven Gruppenschemas,
das heiflt G"8 = A{ .

Bemerkung 5.4.1 (affiner Raum) [BGR84, Ex 9.3.4/1] Fiir Variablen x,...,x; und

einer Konstanten ¢ € Co \ {0} mit || < 1 konnen wir die offenen, affinoiden Mengen

fiir alle n € IN zu einer rigid-analytischen Varietat A%m verkleben. Wir nennen Aéw den
d-dimensionalen, affinen Raum. Die Vereinigung der B(n) bildet eine zuléssige Uberde-
ckung von A .

Da Cu[x1,...,x4] C O AL (Aﬁéw) gilt, konnen wir die x; als Menge von Koordinaten fiir
Afém auffassen und die B(n) den Ballen von Radius |¢|~" um den Ursprung zuordnen.
Also konnen wir A%m als die rigid-analytische Version des d-dimensionalen, algebrai-
schen affinen Raums A“ auffassen.

Insbesondere gilt wegen G = G2 . = SpecCe|x1, ..., x4] = AY, dass die Analytifizie-
rung von G durch

G =AL = JB(n)

n>0

gegeben ist.

Nun definieren wir C{x1,...,x;} als den Ring der ganzen rigid-analytischen Funktio-

nen auf G;ig und Ceo{y1,...,y4} als den entsprechenden Ring auf Gfg .
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Lemma 5.4.2 Zu jedem Ringhomomorphismus ¢ : Ceo{x1,..., %3} — Co{y1,...va},
existiert ein eindeutiger, rigid-analytischer Morphismus
f:G¥ -G
so dass der Homomorphismus f* : O (G38) — O ris (G!'®) dem Homomorphismus ¢
2 1
entspricht, das heil3t f* = o.

Beweis: Wir betrachten die nach [BGR84, Ex 9.3.4/1] zulissige Uberdeckung von Gfg

der Form
Ulyec® |yl <lg™} (5.4.1)

n>0
fiir ein festes § € C \ {0} mit |{| < 1.
Denn jedes Element y € G;'® liegt in einem By (n) := {y € G | |y| < [¢|™"}, da [¢|™"
fiir n — oo gegen oo konvergiert. Damit existiert ein n € IN derart, dass y € By(n) liegt

und es gilt Gfg = Uo{y € G;ig |yl <1217}
n>

Wir wiahlen nun ein 7 fest.

Coo{X1, .0y X4} = ocgg(cgig) LA oc?g(cﬁg) < Og,(By(n)) "S" O, (B1 (1))

Wir konnen somit die x; als Koordinatenfunktionen des affinen Raums auffassen. Somit
liegt das Bild der Koordinatenfunktion ¢(x;) in O o (B1(n)).

Da o (x;)(P) fiir jedes P € B;(n) betraglich beschrankt ist, existiert nach dem Maximum-
sprinzip [BGR84, Lemma 9.1.4/6] ein m; := m;(n), derart dass

o (xi)(P)] < [g]7™
fiir alle P € By(n) gilt. Wir setzen m := m(n) := max{m;} und erhalten somit
1
o (x:) (P)] < [¢] ™" (5.4.2)
fiir alle P € By(n) und fiir allei = 1, ..., d. Wir erhalten

Coo{xl,. . .,Xd} 4U>Coo{y1/- . -/yd}

O gy (Ba(m(m)) "=+ O s (B ()
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Die Abbildung Y al({f"m)l — ) al(‘g(f‘,;) )} ist wohldefiniert, denn a; ist eine Nullfolge
1=0 1=0
und ](%)l\ wegen (5.4.2) kleiner als 1. Damit konvergiert die Potenzreihe und f,; wird

induziert. Nun ist Ceo{x1, ..., %4} — O rig(B2(m(n))) = Coo <%,..., %> dicht und f,;
2

ist eindeutig.

Wir erhalten also die zugehorige Abbildung
fui=Sp fi: By(n) — By(m(n)) — G}¥.

Zun und I mit n < I ergeben die Abbildungen f, und f; auf dem Schnitt von B; (1) und
Bi(1) dieselbe rigid-analytische Abbildung,

fug=fi + Bi(l) = Bi(n) N B1(I) — Ba(m(n)) N Ba(m(l)) C Ba(m(1)).

Mit [BGR84, Prop 9.3.3/1] folgt die Existenz eines eindeutigen rigid-analytischen Mor-
phismus f := {J, fu : G| — Gy, der alle f, erweitert mit f* = 0. O

Satz 5.4.3 Die Abbildung f : G1(C«) — G2(Cs) induziert einen Morphismus von rigid

analytischen Riumen, f : G|'¥ — G},
Beweis: Wir setzen T; := Ty G; als Tangentialraum von Gy an Null und T, := Ty Gy

entsprechend. Sei

trm : Tl' — Tl'

X—x+A
jeweils definiert als die Translation um A € A; auf T;. Da A; als Kern der Exponential-
funktion von G; definiert ist, gilt

expg, o tri) = expg, (5.4.3)

fiir alle A € A;.

Um zu zeigen, dass f ein Morphismus von rigid-analytischen Rdumen ist, miissen wir
zeigen, dass fiir jede ganze Funktion h € O s (G3®) die Funktion f*(h) := ho f ganz ist
und in OG?g (G|®) liegt. Denn dann folgt mit Lemma 5.4.2 die Behauptung. Dazu zeigen

wir zunéchst, dass

expg, : O (Gr¥) — {We Opss (T1%) | ] 1 (W) = I fiir alle A € At}
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ein Ringisomorphismus ist.

Wegen (5.4.3) gilt expg, (h) = tr] , (expg, (h)) fiir alle A € A; und fiir alle ganzen Funk-
tionen h € O (G}®). Somit ist expy; wohldefiniert. Aus der Surjektivitat von exp,
folgt die Injektivitdt von exp*G1 und, da expg, : To G1/ A1 — G1(Cw) ein Isomorphismus
ist, folgt auch die Isomorphie von expg, .

Damit bleibt

expg, (f*(h)) € {h’ €O rlg T08) |t (') = I fiir alle A € A1}

furalleh e O rlg( '8) zu zeigen.

Der Isomorphlsmus der Tangentialrdume fy : Ty — T, induziert einen Isomorphis—
(’)ng(ng) — O rig( "8). Fiir eine ganze Funktion h aus O rlg( %) liegt
fo (expg, (h)) in OT;ig( rlg) Nach Voraussetzung gilt expg, ofo = f o expg, , also auch

mus f; :

fo o expy(‘;2 (h) = eXp*G1 of*(h).
Damit liegt exp, of*(h) in O (T}®).
1

Wir betrachten nun

tri(expg, (f*(1))) = tr7, of5 o expg, (1)
= fg o trE,fO(A) [¢] expgz (h)

(5 4 3)
EAz

foo sz( )

= expg, (f*(h)).
Damit liegt f*(h) fiir jedes h € O o (G8) in O rlg(Gng) das heiRt f* ist ein Ringhomo-
morphismus O s (Gy8) = O (G?g).

Mit Lemma 5.4.2 existiert der geforderte Morphismus der rigid-anayltischen Rdume. [J

Nach [Gar03, Thm 1.3] sind die Kategorie der reinen Anderson A-Motive, ausgestat-
tet mit analytischen Morphismen, und die Kategorie der reinen abelschen Anderson A-
Moduln, ausgestattet mit analytischen Morphismen, anti-dquivalent. Wir kénnen also zu

dem analytischen Morphismus f : M, — M, iibergehen.

Satz 5.4.4 Zu einem reinen, halbeinfachen Anderson A-Motiv M = (M, 7) {iber Co mit

Gewicht % existiert eine invertierbare Garbe § auf Cc_, so dass

2t (0") Fsy — T
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ein Isomorphismus der Halme bei &/, € &o¢_ ist.

Beweis: Sei § die in Lemma 3.4.3 zu dem Anderson A-Motiv M konstruierte, inver-
tierbare Garbe auf Cc_,. Der injektive Of ¢ -Modulhomomorphismus Ty aus Satz 3.3.5
induziert einen injektiven Morphismus der Garben auflerhalb von c¢_. Mit Z, bezeich-
nen wir den uniformisierenden Parameter von &/, € &y .

Wir erhalten einen Isomorphismus
T U*go*o{/ ®R OSpec Ry — go*ol’, ®R OSpec Ry

mit dem diskreten Bewertungsring R := Og_ von Cc,, am Punkt

&/, € Cc, v \ Spec Ok ¢, und dem generischen Punkt 7 Evé};ec Ok c., auf Cc -
Der Kokern von T wird von einem Ideal 7 annulliert und hat somit den Trager bei einem
abgeschlossenen Punkt z = . Wir bezeichnen den Verzweigungsindex von &), iiber co
mit v, := vz, (z).
Da alle R-Untermoduln von Quot(R) = Ospecry = Ec,u die Form Z - R haben,
konnen wir das Bild von 7 durch §,(e,) mit e, € Z beschreiben. Wir erhalten so den
Isomorphismus

Ty 1 0 Ty — Foy(E0)-
Wir wissen, dass (n).§ eine Garbe auf C¢_ mit I'(Spec Ac,,, (7).§) = M als Ac,-Modul
ist. Wir konnen den Halm von (n).§ am generischen Punkt von C¢_ bilden und, da
Qc,, = Quot(Ac,,) = Quot(Oc_ ) gilt, erhalten wir

M®ac,, Qe = (0.8 @0 Qe = (1):80 @0c_ o Qi

Die letzte Gleichheit gilt, da {co € U} C {gen Pkt € V'} liegt.

Komplettieren wir nun bei oo, so erhalten wir

M ®ac,, Qoo oy = (7)o Q0O o0 Qoo,Cop-

Sei L« ¢, die Komplettierung von Ec, := E ®F, Co bei &;. Setzen wir weiter
Oce,, 0 ®0ch OULCcm,V =: 5,50 ¢gilt Oc._ o € S und wir konnen das Ideal (z) € Oc,_ o

in S beschreiben durch

Also gilt ebenso (z)" =TT, (Z,)"* und auch

lim /()" = @lim/(2,)"" = Dlim/ (2"
n v n v m
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5.4. Algebraizitétssatz fiir A = FF,[t]

Es gilt also Qwc,, = @y Es C.o -
Mit diesen Voriiberlegungen betrachten wir das lokale o-Isoshtuka von M bei oo.

(M/ TM) ®AC00 COO((Z’)) = (M’ TM) ®ACoo QOO'C‘”
= (M/ TM) @ Acy, (? E°~°'WC°°)
= go’b’/T 02 EOb/ )
EP( T) Ox Esye (5.4.4)
= P (Esy o T=2, - 1))
v

= P(Cw((zv)), T)

Dabei sei u, eine Einheit. Nach Theorem 4.3.4 gilt

(M/ T) @ Ace Qoocs = V?lr

I’

Konnen wir (Cs((2,)), T) dhnlich darstellen, so erhalten wir ein Verhéltnis zwischen e,
und k und /.

. -~ ~ -~ ZJV ~ .. .
Wir betrachten nun Ce((2y)) = Ceo((2)) [20]/ (20" -4/ —2) = & 2 - Coo((2)) fiir eine
n=0
Einheit #’ und konnen 7 beziiglich einer Basis darstellen.
Dabei konnen wir die Spalten 1 bis e, gemeinsam betrachten
1 — s—ey | — sUy—vy—ey ./ -1
T 2, uy, =2y u'u'"
2=z, vt gy Sy —e
= Z Uy - 2,
(201 = b=y,
—1_s—ovv /-1
z=5 U ~1,/.  s0,—1
= z 7 u'uy - 2V,
sowie die Spalten e, + 1 bis v,
T(z%) = 2 u, =u
v - v v — vrs
(20 1) = ey,
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5. Klassifikation von Anderson A-Motiven

Damit erhalten wir die Matrix
Uy
Uy

Ty =
z W'u,

z W'u,

Berechnen wir 7,* so wird der I-te Basisvektor auf ein Vielfaches des (v, — e, — 1 +1)-
ten Basisvektors modulo v, abgebildet. Die Matrix hat also Diagonalgestalt mit Eintragen
z~% - i fiir eine Einheit i7. Damit ist z% - 7, ein Isomorphismus. Wegen (5.4.4) erhalten
wir

Vi =ve
und somit gilt % = Z—f und wir erhalten den gewtinschten Isomorphismus der Halme bei
&5

kel (0*)1&% — B

O]

Korollar 5.4.5 Seien die Voraussetzungen wie in Satz 5.4.4. Dann teilt / den Verzwei-

gungsindex v,.

Beweis: Nach Satz 5.4.4 gilt % = % Da k und [ teilerfremd sind, folgt die Behauptung.
O

Die rigid-analytische Abbildung f : M, — M; kommutiert mit der Operation von Og
und induziert daher eine rigid-analytische Abbildung f : §,lc. \o. — Siléc \®c.
aullerhalb von &¢_. Wir werden in den néchsten Satzen zeigen, dass wir die Garben so
modellieren konnen, dass die Abbildung f bei jedem &/ nur einen Pol hat und keine
wesentliche Singularitét.

Um zu zeigen, dass bei dem Ubergang von den Anderson A-Motiven zu den Garben die

Abbildung f rigid-analytisch bleibt, brauchen wir folgendes Lemma.

Lemma 5.4.6 Es existiert eine Basis B von § derart, dass §|(z,<|p} = CM%) ist, mit
Zkth = id fiirk,1 € Z und 0 < |p| < 1.
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5.4. Algebraizitétssatz fiir A = FF,[t]

Beweis: Nach [BL85, Prop 2.2.i] existiert eine rigid-analytische Umgebung von &!, auf
Cc,,» der Form Sp Ce, <Z—”) = {]zy| < p} fir 0 < [p| < 1, so dass §{jz,|<|o|} = <p”) ist.
Wir betrachten zunéchst z5T Z CiZy bezughch dieser Basis. Wir wissen aus Satz 5.4.4,

)

dass zFt! bei co ein Isomorphlsmus ist, das hei3t, dass zFt! eine Einheit in CM%) ist.

Die Koeffizienten c; bilden also eine Nullfolge und es existiert eine Schranke N & R=1
mit |cjo/| < N fiir alle j.
Wie suchen nun eine Basiswechselmatrix ® = ) ¢,2) € Cw(%>x mit
n=0
Z c] <I> 1.

Damit muss ® folgende Bedingung erfiillen:

zwww;ﬁﬂéz%ﬁ@z(ZWMj ENE
j=0 n= = n=0

n I
& X%)cj¢z_j = ¢, (5.4.5)
]:

Ohne Einschrankung konnen wir cyp = 1 setzen, denn fiir 1 € Co mit ;ﬂl*l = % erhalten
. i " i I i 1_ i o o
wir <Zj cjz{/) () () = (Zj cjz{,) w =u (Zj ch{,> it =y (% Y C]'Z{/) =M (Z]' CjZ{/>

mit ¢ := E—(’) und damit ¢y = 1.
Mit 5.4.5 folgt, dass qbgl = ¢ gilt. Wir setzen oBdA ¢y = 1 und wahlen induktiv fiir
alle n ein ¢, € Cu, das Gleichung (5.4.5) erfiillt. Dies existiert, da C. algebraisch

abgeschlossen ist.

Behauptung: Die Potenzreihe ® = ) ¢,27, die die Bedingung 5.4.5 erfiillt, liegt in

®)

5 . . _ql
Coo (%), mit 0 < [p'| < min{|p], (%) <1

|=

=z

Dazu miissen wir zeigen, dass nh_r& |pnp’™| = 0 gilt. Mit (%)

n
; /
Jim g [N (%) =0
(%)

Betrachten wir den zweiten Teil innerhalb des Limes, so konnen wir aus der Vorausset-

" erweitert, ergibt

dies

zung |o'| < ('p |) s folgern, dass < LA ,)n eine Nullfolge ist.
()"
s

Damit bleibt |¢,07 | < N7 fiir n >> 0 zu zeigen.
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5. Klassifikation von Anderson A-Motiven

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt wegen ¢y = 1 die Be-
hauptung.
1 n !
Aus Gleichung 5.4.5 kénnen wir wegen ¢ = 1 die Bedingung ¢, — ¢ = ¥ cjp; ;
j=1

! n !
folgern. Damit gilt auch ¢,,p" — ([)Z p" = jgl cjpnq)zf j sowie

q n . i q
) =Ll (p0p ™)
j=1

n—j n-j
Nach Induktionsvoraussetzung gilt [¢,_jo ¢ | < N ¢ fiir j > 0. Damit kénnen wir
1

nj\ q .
|(4>n_jp 7 ) | durch N"~/ und damit durch N"~! nach oben abschétzen. Mit der Vor-

n
I

Pup" — (fpnm

1

)q | durch N nach oben beschrankt.

|=

aussetzung |c;o/| < N fiir alle j, st |¢,p" — (qbnpﬂ
Also gilt

n T 7 - j ? 7 n
9up" = (up” ) | =1L i’ <¢n—w ) | <N
=1

Wir nehmen nun an, dass |¢,07 |9 > N" > 1 gilt, so gilt insbesondere ¢, > 1. Dann gilt
1

n nNq n n
aber auch [gup' |7 > N" > [gup" — (¢up” ) | = max{[gup”| [puo” |7} 2" | |7,
was im Widerspruch zur Annahme steht. s

Damit gilt |p,07 [N ¢ < 1 und ® konvergiert. O

Satz 5.4.7 Die Abbildung f : §, — §, hat bei jedem &, € coc_ einen Pol und keine

wesentliche Singularitét.

Beweis: Nach Lemma 5.4.6 existiert eine Umgebung von &;, auf Cc,,,, so dass §, bezie-
hungsweise §, isomorph zu Ce (%) ist und z°7/ = id nach Wahl einer Basis gilt.
Demnach kénnen wir die Abbildung f = f bjzi in der Umgebung von &/, beschreiben
durch: o

Z

f:Coo<p

Zy

>—>Coo<g>

1+— E b]-ZL
j=—00
Es gilt also lim |bjp/| =0 und lim [b;é/| = 0 fiir alle 6 mit 0 < [5] < |p| < 1.
j—oo j——co

Damit konvergiert f auf {0 < |Z,| < |p|}.
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5.4. Algebraizitétssatz fiir A = FF,[t]

Nach Voraussetzung kommutiert das Diagramm

CF <082

i
.

§1<f—§2

Nach Satz 5.4.4 kommutiert aul’erdem folgendes Diagramm:

(@)'f

(0’*)[32|{|zv\g\p\} — (U*)lgﬂ{\ivlslpl} :

~| k1 ~| Sk
lsz lz’l’]

f
B2l iz, 1<iply —— S1l{jz1<lpl}

Aus diesem Diagramm folgt mit zkril = id, dass (¢*)/f= ¥ b?]2£ = Y ij£ =f
j=—00 j=—00

gelten muss. Aus den Konvergenzergebnissen fiir die b; folgt |b;| < 1 fiir alle j < 0.
InTF, \ {0} existiert kein Element mit Betrag echt kleiner 1 und somit folgt

bj=0 fiir alle j < 0.

Wir wissen damit, dass bei &/, eine Polstelle existiert und keine wesentliche Singularitit.
O

Korollar 5.4.8 Sei f eine Abbildung zwischen zwei uniformisierbaren, reinen, halbein-
fachen, CM abelschen Anderson A-Moduln G; und G, mit komplexer Multiplikation
durch Og, die mit ¢;, fiir i = 1,2 fiir alle a € A vertauscht. Sei weiterhin ein Isomor-
phismus der Tangentialraume fy mit exps, ofo = f o expg, gegeben. Dann existiert ein

Morphismus der abelschen Anderson A-Moduln.

Beweis: Nach Satz 5.4.7 besitzt f bei jedem &, € &¢_ einen Pol. Wir setzen n, als
Polordnung von f bei ¢, und erhalten so f : §, — §, (¥, n,%,). Wir setzen weiter
g, =3 (Y n,%,) als die Garbe zum Divisor }, 1,5,. Sie ist eine Garbe von gleichem
Rang und gleicher Dimension wie §;.

Sei Cgi die Analytifizierung von Cc,, = C Xgpec F, Spec Ceo. Wir erhalten zu (».§, und
.G, die Analytifizierungen §,° beziehungsweise G|. Da wir gezeigt haben, dass f
ein analytischer Morphismus ist, konnen wir f als Morphismus der Analytifizierungen

schreiben:

i 7
f ﬁzg - ng
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5. Klassifikation von Anderson A-Motiven

Da Cc, ein eigentliches Schema ist, konnen wir nach [Bos08, 1.16 Thm 12] das
GAGA-Prinzip anwenden. Wir finden somit einen algebraischen Morphismus g zwi-

schen den Garben (.§, und ».G,, der f induziert, das heilt f = ¢. Es gilt au-

Berdem f]| s\ L \U{)} Nach Konstruktion liegt g (1 Ce\U{S,} in

() %/J{o”ol’,} - g’(n)
Homc¢_ (M,, M;). Der assoziierte Morphismus aus Hom¢_ (G;, G,) ist damit unser ge-

suchter algebraischer Homomorphismus. O
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6 CM-Anderson A-Motive lassen sich
uber einer endlichen Korpererweiterung
definieren

Wir betrachten in diesem Kapitel Anderson A-Motive iiber einem algebraisch abge-
schlossenem Korper L = L% mit komplexer Multiplikation durch Of, wobei E eine
kommutative, halbeinfache Q-Algebra ist. Wir zeigen, dass zu jedem solchen Anderson
A-Motiv ein isogenes existiert, welches schon iiber einer endlichen Koérpererweiterung
von Quot(A/ ker(7)) =: x(e) definiert ist.

Das heil3t, dass zu M ein M, existiert, so dass f : M — My ® Ak, Aj eine Isogenie ist

und M, tiber K, einer endlichen Korpererweiterung von «(¢), definiert ist.

Dazu zeigen wir, dass zu dem Funktor, der einem C-Schema S die Menge der invertier-
baren Garben von Rang 1 und partiellem Grad Null iiber Cs zuordnet, ein Modulschema
| existiert.

Um Anderson A-Motive zu parametrisieren, nutzen wir aus, dass wir in Kapitel 3 ge-
zeigt haben, dass jedes CM-Anderson A-Motiv ein T-Modul von Rang 1 iiber O ist. Wir
kodieren die Informationen iiber den Kokern von 7 und modifizieren das Modulsche-
ma entsprechend und erhalten einen Modulraum X, dabei ist X ein lokal noethersches
] Xspeck, C \ {0}-Schema.

Im dritten Abschnitt betrachten wir einen algebraischen Abschluss K := «(&)?8 von « (&)
und definieren mit dessen Hilfe die Basiserweiterung X, := X X\ (o} Spec K. Wir zei-
gen, dass eine Abbildung Spec L — X, existiert, die durch Spec K faktorisiert. Dadurch
erhalten wir zu jedem Anderson A-Motiv M iiber L ein Anderson A-Motiv M,,, welches
iber K definiert ist mit M = M, ®k L.

Wir zeigen weiter, dass wir M, tiber einem affinen Unterschema von X,, welches endlich

iiber K ist, definieren konnen. Mit Hilfe des Ergebnisses aus Satz 2.4.1 folgt, dass M,
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

tiber einer endlichen Korpererweiterung Ky von x(e) definiert ist.

6.1 Definition eines Modulschemas

Um ein Modulschema definieren zu konnen, miissen wir erst einen Funktor angeben,

den das Schema darstellen soll. Dazu definieren wir einen kontravarianten Funktor.

Definition 6.1.1 (kontravarianter Funktor) [ML71, S.13] Seien C und C’ zwei Kate-
gorien mit Objekten X,Y von C bzw. X', Y’ von C’ und Morphismen Mor¢ (X, Y) von C
bzw. Mor¢/ (X', Y') von C'.

Dann ist ein kontravarianter Funktor F : C — C’ eine Vorschrift, die jedem Objekt X
von C ein Objekt F(X) von C’ zuordnet und jedem Morphismus f € Mor¢(X,Y) einen
Morphismus F(f) € More (F(Y), F(X)) zuordnet, so dass

F(idx) = idpx)

fiir alle Objekte X und
F(go f) =F(f) o F(g)
fiir alle Morphismen X J, Y 4 Z und beliebige Objekte X, Y, Z gilt.

Jetzt kdnnen wir kontravariante Funktoren F : (IF;-Schemata) — (Mengen) betrachten

und das zugehorige Modulschema definieren.

Definition 6.1.2 (Modulschema) Sei F : (IF,-Schemata) — (Mengen) ein kontravari-
anter Funktor. Falls ein IF;-Schema X existiert, so dass ein natiirlicher Isomorphismus ©
von Homg, _sc (-, X) nach F existiert, dann heist X Modulschema von F.

In dieser Situation sagt man auch, dass (X, 7) den Funktor F darstellt.

Fiir solch einen Funktor existiert ein universelles Paar (U, e¢) genau dann, wenn F dar-

stellbar ist.

Definition 6.1.3 (universelles Paar fiir F) Sei F : (IF,-Schemata) — (Mengen) ein
kontravarianter Funktor, U ein IF;-Schema und e € F(U). Dann heil3t (U, e) universell
fiir F, falls fiir alle Paare (X, x), bestehend aus einem IF,-Schema X und einem Element

x € F(X), ein eindeutiger Morphismus von [F,-Schemata f : X — U existiert, so dass
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6.2. Der Modulraum eines Anderson A-Motivs

F(f) : F(U) — F(X) durch e — F(f)(e) = x gegeben ist.

Das universelle Paar (U, e) ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, dass heil’t, zu
einem zweiten universellen Paar (U’,¢’) existiert ein eindeutiger Isomorphismus mit
f:U— U mitE(f)() =e.

Satz 6.1.4 Ist (U, e) universell fiir F und X ein F;-Schema, dann ist die natiirliche Trans-
formation 7x : Homg,_sen (X, U) — F(X), die durch f — F(f)(e) gegeben ist, eine Dar-
stellung (U, T) von F.

Umgekehrt ist jede Darstellung von F von dieser Form.

6.2 Der Modulraum eines Anderson A-Motivs

In diesem Abschnitt betrachten wir den Funktor
X : ( Schemata iiber C) — (Mengen),
der durch
S {Isomorphieklassen (F, 1) ‘]—" lokal freie Garbe von Rang 1 iiber Cs

und partiellem Grad Null
auf jeder Zusammenhangskomponente,

T:0"F — F (Do) mit lokal freiem Kokern iiber S

von Rang d und 7" - coker T = (0) }

gegeben ist. Dabei ist D, ein geeigneter Divisor und Z’ eine geeignete Idealgarbe, sowie
C die Kurve aus Bemerkung 3.4.2.

Wir zeigen in Abschnitt 6.2.2, dass fiir diesen Funktor ein Modulschema existiert und in
Abschnitt 6.2.3, dass wir zu jedem Anderson A-Motiv M iiber L = L“/¢ mit komplexer

Multiplikation durch O ein Element (M, T,) in X' (L) assoziieren konnen.

6.2.1 Das Modulschema der invertierbaren Garben von partiellem Grad
Nuli

Wir betrachten in diesem Abschnitt invertierbare Garben, also lokal freie Garben von

Rang 1, und zeigen, dass diese durch ein IF;-Schema | parametrisiert werden.
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

Definition 6.2.1 (partieller Grad) Sei die Abbildung
dege : {invertierbare Garben} — Z

definiert durch degs (£) := deg(L|¢, ) fiir jede invertierbare Garbe L.

Wir definieren die Zuordnung pardeg.. durch

pardegc := (degs )y : {invertierbare Garben} — z*.

Nach [BLR90, S.199] bilden die Isomorphieklassen invertierbarer Garben auf einem
Schema Cgs eine abelsche Gruppe beziiglich des Tensorprodukts B0, - Diese Gruppe
wird als absolute Picard-Gruppe Pic(Cs) bezeichnet.
Zu dem kontravarianten Funktor
Pesk, - (Schemata iiber IF;) —(Mengen)
S —Pe g, (5) := Pic(Cs),
definieren wir, wie in [BLR90, Kapitel 8], den relativen Picard-Funktor von C {iber F,

als die zu dem Funktor Ps /F, assoziierte Garbe Picgs /F,"

Nach [BLR90, Cor 9.2/13] besteht die Identitdtskomponente, Pic% /F,> Vol Pice /E, aus
q ~

den Elementen von Picg JF,> die auf jeder Zusammenhangskomponente von Cg den par-

tiellen Grad Null haben. Wir konnen daher die Identitditskomponente von Picx /F, durch
Pic%/]Fq = {L € Pic¢,, | pardege(£) = 0}
beschreiben.

Da der Morphismus C — IF,; projektiv, glatt und lokal endlich présentiert ist und zusétz-
lich die geometrischen Fasern von C reduziert sind, da C geometrisch reduziert ist, gilt
nach Theorem [BLR90, Thm 8.2/3] und Proposition [BLR90, Prop 9.2/3], dass Pic% JF

q

durch ein Schema | iiber IF; darstellbar ist, welches projektiv und glatt ist.

Satz 6.2.2 Zu dem Funktor

F : (Schemata iiber IF;) —(Mengen)
S +— {Isomorphieklassen von invertierbaren

Garben M auf Cs mit pardeg..(M) = 0}

existiert das Modulschema (], M""), O
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6.2. Der Modulraum eines Anderson A-Motivs

Dabei ist M"“"? € F(]) eine invertierbare Garbe von partiellem Grad Null auf jeder Zu-
sammenhangskomponente von C; := C X specr, J UNd ] ein IF;-Schema, welches projektiv

und glatt ist.

6.2.2 Die Darstellbarkeit von T

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jedes Paar (F, ) der folgenden Form parametrisiert

werden kann.
F ist eine invertierbare Garbe von pardeg.. Null auf Cs fiir ein Schema S.
T:0"F — F(Ds) ist ein injektiver Morphismus mit geeignetem Divisor D.
Es gilt Z¢ - coker T = (0) fiir eine geeignete Idealgarbe Z.
Der Kokern von 7 ist ein lokal freier Os-Modul von Rang d.

Da wir in Abschnitt 6.2.1 das Modulschema der invertierbaren Garben auf Cg bestimmt
haben, lassen wir dieses Ergebnis einflieRen und betrachten die universelle Garbe A"
als Garbe auf C 7.

Nun miissen wir angeben, wie die Garbe Z definiert ist, und M*"* und 7 gegebenenfalls
kompatibel machen. Wir betrachten dazu
(id,id)

— T
C ey (C\ {09}) = C\ {0}

Das Bild von (id,id) ist ein abgeschlossenes Unterschema, welches durch die Garbe

IC OstpequC\{oo} gegeben ist.

Wir wissen, dass M™% quf C 1 lebt, 7 aber auf C Xgpecr, C \ {co} definiert ist. Wir betrach-
ten folgendes Diagramm, wobei g die Basiserweiterung S — | XspecF, C \ {oo} ist und
die Abbildung | Xgpecr, (C\ {o0}) — J durch die Projektion auf die erste Komponente
gegeben ist.

. 8oP2) =
CS M) C XSPec]Fq ] XSP?-C]FW (C \ {OO})

\L(noprl,pm)
C Xspeery (C '\ {o0})

pTLz ~
_—

Gy
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

Setzen wir Z' := (xopry pry)*Z so sind Z’ und prl*,zj\/l“”i” iiber C Tx(C\{oo}) definiert.

Wir suchen zunichst einen darstellbaren Funktor H, der den Schemata {iber
J Xspecry (C\ {0}) Mengen von solchen Quotienten mit den gewiinschenten Eigen-

schaften zuordnet, welche den an den Kokern von 7 gestellten Anforderungen geniigen.

Dazu wéhlen wir ganze Zahlen n; € Z mit ) ;n; = d und setzen D, := ); ; n;&; fiir

&; € & = {&1,...,&:} und n := (ny,...,ns) € Z°. Wir verwenden die vereinfachte

S - . S
np - &;) /T« i, MMM (Y ;- obi)).
= i=1

: — A unio
Notation F;; := (pry.gopry)* <pr;2/\/l’ (
1

1

Satz 6.2.3 Sei der Funktor

lokal noethersche Schemata iiber
H” : ( ]X‘Spec]Fq(C\{oo}) ) - (Mengen)’

definiert durch
g -
(8 £ J Xepuer, C\ {o0}) = { (V. B) |
Fu —ﬁ» N Epimorphismus von O -Moduln und
s"25).\ lokal freie Garbe auf S von Rang d}.

Dann ist H, darstellbar durch ein Schema

H, = Quot(ﬂ

Gl ooy |[TXC\ {0}

und einen universellen Quotienten (A", 4% auf Cp, .

_ . s _ s

Beweis: Wir setzen F), := (psz"”lv( Y- ;) /T, MU (Y ;- o~oi)> , das heif3t
- i=1 i=1

Fu = (prgorry)* Fy. Die Garbe F), ist nach Konstruktion eine kohdrente Garbe und

Cjxc\ {0} ist noethersch und projektiv iiber | Xspec, C \ {eo} .

Nach [Gro62, n°221, §3] definieren wir fiir das projektive | Xspecr, (C \ {o0})-Schema
C Jx(C\{eo}) und den kohérenten O -Modul F;, die Menge Quot(F,|Cs|S) der kohéren-
ten Quotienten von F,, die flach {iber S sind. Der kontravariante Funktor

- . [ lokal noethersche Schemata tiber
QuOt(# ¢, ey oy lrx(Criesh) * Jx(C\{eo}) ) = (Mengen),

der ein | Xgpeck, (C \ {o0})-Schema S auf die Menge der Quotienten Quot(F,|Cs|S)
schickt, ist nach [Gro62, n°221, Thm 3.1] darstellbar durch ein ] Xspeck, (C \ {0} )-
Schema Quot( FYICreicrpoop 1% (C\{oo})) welches die disjunkte Vereinigung von projektiven
J XspecF, (C\ {o0})-Schemata ist. O
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6.2. Der Modulraum eines Anderson A-Motivs

Betrachten wir die disjunkte Vereinigung ndher, so sehen wir, dass das Schema H,, pro-
jektiv tiber | Xspecr, (C\ {00}) ist.

Lemma 6.2.4 Das Schema H, aus Satz 6.2.3 ist projektiv und insbesondere von endli-

chem Typ iiber | Xspecr, C \ {00} .

Beweis: Nach [Gro62, n°221, §3] wissen wir, dass wir H,, in Unterfunktoren

Quotp

(Fi

G} | IXC\ {o0})

zerlegen, wobei die Unterfunktoren Quot’ die Quotienten von .7-1

(4| C )
sind, die das Hilbertpolynom P haben. H, ist genau dann darstellbar, wenn alle
Quot’ . darstellbar sind.
(Fi {oo})

Es gilt weiterhin, dass ), eine kohérente Garbe ist, C JxC\{eo} NO€thersch und projektiv
iber | Xgpeck, C \ {00} istund § — | Xgpec, C \ {0} eine Basiserweiterung ist, aus der
X' := Cs und Fn = <C'SHC]Xc\{m}>*fﬁ entstehen. Wir wahlen nun ein s € S und berechnen

das Hilbertpolynom

Pr xss(n) == i}(—l)idim,{(s) H (X!, Fl(n)).
im

Dabei definieren wir F{(n) := F{ ®o, (’)C( n)und I' := (a®@1-1 ®"y( )) fir
¥: A —x(s) und F, := rrgopm) ,nlz/\/l”””’(z 1; - &)/ 'y gopry) prlZMunlU( Z n; - &;).
Da I’ als Nullstellenmenge eine Punktmenge {x} cC JxC\{eo} hat, gilt in der Umgebung
von x, dass Ox(n) isomorph zu O ist. Damit ist dort F,(n) = F,. Auflerhalb der Um-
gebung gilt 1 € I’ und damit ist dort 7, = (0) und somit auch F/(n) = (0). Es gilt
also

Fl(n) = F. fir alle n.

Nun folgt mit [Har97, Ex I1.1.19, Lemma I11.2.10, Prop 111.2.7] H'(X], F(n)) = (0) fiir
alle i > 0 und H° (X}, F!) = F{ als x(s)-Vektorraum.
Das Hilbertpolynom

P]—"\X’\S;s(”) = dimK(S) HO(X;/ fs/)
=d
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

ist konstant fiir alle n, da F ein lokal freier Os-Modul von Rang d ist.
Es folgt mit [Gro62, n°221, Thm 3.2], dass H, ein projektives Schema ist und damit

insbesondere von endlichem Typ ist. O

Betrachten wir nun die zu Beginn des Abschnitts genannten Forderungen an
(F,T) beziehungsweise (M""%, Ty umi), so wissen wir nach Satz 6.2.3, sobald wir
coker(Tyuin) = N setzen, dass die Paare (M""?, T i) mit den nachfolgenden

Eigenschaften parametrisiert werden konnen.

(prgopr) i, MUY st eine invertierbare Garbe auf Cs von Rang 1 und
pardegc.(M""?) = 0.

7' . coker (T gqunio) = (0).
Der Kokern von T ist ein lokal freier Os-Modul von Rang d.

Wir erhalten also nach Satz 6.2.3 einen Morphismus h, : S — H,, so dass
Hu(Hyp) — Ha(S) durch

(AP, B) i () (N, B)) = (coker(Tgqun), F — coker(Tyque))
gegeben ist.

Um die letzte Anforderung an (M""%, T o) parametrisieren zu kénnen, miissen wir
die Injektion T o : ¥ M0 — MU"%(Dy,) definieren und parametrisieren. Dazu be-

trachten wir die exakte Sequenz

univ _ . IBumv

0 — ker ‘Buniv 13 (CHﬂHC])*Munzv(Doo) Nuniv R

©H, ﬁcl (Mumv( ) /I’d . /\;luniv(Doo))

(6.2.1)
und erhalten eine injektive Abbildung
MYZZZJ . M/ _ ker ‘BMHIU CH HC} MMTZZU(DOO).

Dann haben wir auf Cy, die Garben (¢, -¢)*M""?, N'*"* und M’ gegeben. M’ ist als
Kern von B"“"° eine lokal freie Garbe von Rang 1 und entspricht einem Morphismus

m': Hy, — Pice g, 2 PICC/]Fq
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6.2. Der Modulraum eines Anderson A-Motivs

Es bleibt also zu zeigen, dass ein Schema X, existiert, so dass
(Cxy—Cry M 22 0% ey, ey MU

ilt. Denn wenn wir diesen Isomorphismus mit a*"? verkniipfen, so erhalten wir den
It. D d I h t qime kniipfen, halt d
gewiinschten Monomorphismus T uni.

Dazu zeigen wir, dass das Faserprodukt X, := | X JxPic g H,, unser gesuchtes Schema
n ,

/
X, ist. Die Abbildung H; — | Xgpecr, Pice /F, ist dabei durch 7 := (pr,m’) und die

Abbildung | — | Xgpecr, Pice /E, durch 71, := (id, Frob,) gegeben.
Korollar 6.2.5 Sei X, der Funktor
X, ¢ (Schemata iiber C) — (Mengen),

der durch

S — {Isomorphieklassen (F, ) |
F ist eine lokal freie Garbe von Rang 1 und pardeg..(F) = 0 auf Cs,

T:0"F — F()_n;- &) ist injektiv mit lokal freiem Kokern
i

coker(7) iiber S von Rang d und 7" - coker(7) = (0)}.

gegeben ist. Dann stellt X, = | x IxPicg g H, den Funktor X, mit universellem
. . - T -
(Mumiv gunivy e X, (X, ) dar.

Beweis: Wir betrachten das Faserprodukt X,, welches durch das folgende Diagramm

definiert ist.

}(ﬂ pr2 i Muniv
pri (] 71, =id,Froby) (Mum‘v, (T*./\;l””iv)
H, J Xspeck, Pice /g (Punkt auf H, ) —— (/\?l””il’, M)
- = (pr,m') 1 =
Nach Definition des Faserprodukts gilt 73 o pr;y = 7 o pro. Insbesondere gilt

m' o pr; = Frob,,j opr,. Dies gilt genau dann, wenn cr*(c'qu)*/\;l“”iv und (c‘Xfc'Hﬂ)*M’
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

isomorph sind. Verkniipfen wir nun diesen Isomorphismus mit a*"*, so erhalten wir den

gewiinschten injektiven Morphismus

Tpggunio 1= 0 (¢, ~Cp MM — (e =) MU (Y ;- ;).
i

Da B durch (cy, - (M0 (L;n; - &;) [ T - M0, n; - &;)) faktorisiert, wird der
Kokern von Tui» duch Z'¥ annulliert.

Wie wir in Satz 6.2.2 beziehungsweise Satz 6.2.3 gesehen haben, werden die verblei-
benden Anforderungen an das Paar (F,7) schon durch | beziehungsweise H,, parame-

trisiert. O

Wir erhalten somit fiir (¥, 7) einen Morphismus x, : S — X,, so dass die Abbildung
Xy (x) : Xu(Xy) — Xu(S) durch &, (x,)((M¥mie, T4niv)) = (F,T) gegeben ist. Damit

haben wir das Paar (F, T) parametrisiert.

Fassen wir nun die moglichen Wahlen der n; zusammen, so definieren wir allgemeiner

X als die disjunkte Vereinigung der Funktoren X,

X = U K.
nezs
Zni:d

Dieser Funktor wird durch

nezs
Zi’l,‘:d

entsprechend dargestellt. Setzen wir zuséatzlich

so gilt weiterhin X = | x JxPic 5, H-
q

6.2.3 Der Modulraum fiir Anderson A-Motive

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass wir zu jedem Anderson A-Motiv M ein Element
(M, T5) aus X (L) assoziieren kénnen. Sei dazu M ein halbeinfaches Anderson A-Motiv
{iber L = L8 mit komplexer Multiplikation durch Og. In Abschnitt 3.4 haben wir zu

jedem Anderson A-Motiv eine lokal freie Garbe von Rang 1 auf C; konstruiert und wir
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6.2. Der Modulraum eines Anderson A-Motivs

zeigen nun dass diese Garbe auf jeder Zusammenhangskomponente den partiellen Grad
Null hat.

Lemma 6.2.6 Zu jedem halbeinfachen Anderson A-Motiv M existiert eine lokal freie
Garbe M von Rang 1 auf C;, die auf jeder Zusammenhangskomponente C; , von Cy
den Grad Null hat.

Beweis: Sei M die lokal freie Garbe auf C; von Rang 1 aus Lemma 3.4.3. Wir withlen auf
jeder Zusammenhangskomponente von C; ein &; ; € & fest. Da L O T algebraisch
abgeschlossen ist, gilt deg(c;,) = 1. Wir bezeichnen mit O¢ (D, ,) die Garbe zum
Divisor D, , := (—degg, (M)) - (;,1), die fiir eine offene Teilmenge U C Cy, durch
O¢, (Ds,,, ) (U) := {f € L(CL)* | ordp(f) + ordp(Ds,,,) > 0 fiir alle P € U} U {0}
definiert ist. Nun setzen wir

./\/l = M ®OCL OCL (Z D®iV,L)‘

14

Da M und M sich nur in &; unterscheiden, kénnen wir die Uberdeckung aus Lemma
3.4.3 nehmen, um zu sehen, dass M lokal frei von Rang 1 ist. Auferdem folgt, da beide
Garben auf Spec Og 1. libereinstimmen, dass F(Spec OkgL, /\/l) = M gilt.

Nun betrachten wir den partiellen Grad der Garbe auf C; , und erhalten
degCL,V (M) = degCL,V (M ®OCL OCL (Z DObiy,L))
= degém(/\;l R0, O¢, ) + (— degcw(/\;l) -tk(M ®0p, OCL))

= dege, (M) —dege, (M)
=0.

O]

Nach Abschnitt 6.2.1 wissen wir nun, dass zu L und M ein nicht eindeutig bestimm-
ter Morphismus f : SpecL — ] existiert, so dass F(f) : F(J]) — F(SpecL) durch
MU s B(f)(MH1i0) = M definiert ist.

Korollar 6.2.7 Sei M ein halbeinfaches Anderson A-Motiv mit komplexer Multiplikati-
on durch Og. Dann existiert eine nicht eindeutige Abbildung f : Spec L — X mit

M= (r (Spec AL, 7 (id Xf)*M) RACE xf)*TM)
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

fir (M, ty) € X(L).

Beweis: In Lemma 6.2.6 haben wir zu dem Anderson A-Motiv eine Garbe M konstru-
iert, deren globaler Schnitt wieder der A;-Modul M ist. Nun konstruieren wir aus dem
Modulhomomorphismus 7y, die Abbildung 7 der Garben, so dass das Paar (M, Ty() in
X (L) liegt.

Nach Korollar 3.3.6 ist M ein 7-Modul von Rang 1 {iber Og. Betrachten wir den injekti-
ven Og1-Homomorphismus 1y : 0*M — M bei &; 1, so hat er dort einen Pol oder eine
Nullstelle beziiglich des Gitters M. Wir setzen n; € Z als die Ordnung des Pols bei &; ;.

Das bedeutet, dass ein Homomorphismus

S S
. * (D -— ~ e (D -
v M — M() ni- &) =M ®0¢, O¢, (Y _ni-%oiL)
i=1 i=1
existiert. Dabei sind die n; so definiert sind, dass der Kokern von T4 bei & verschwin-

det. Also gilt

coker Tpy = coker Ty.

Da nach Definition des Anderson A-Motivs der Kokerns von T ein d-dimensionaler
S S

L-Vektorraum ist und zusitzlich deg (M(Z n; - obi,L) / U*M) = Y n; gilt, folgt
i=1 i=1

S

Y n; = d. Damit ist Ty, unsere gewiinschte Abbildung und wir haben das Paar (M, T)

i=1

aus M konstruiert. Nach Korollar 6.2.5 liefert (M, ty4) ein Element von X,(L), das

hei3t einen nicht eindeutig bestimmten Morphismus f : SpecL — X,, C X. O

Die Konstruktion ist nicht kanonisch, da M von verschiedenen Wahlen abhing.

6.3 Der Modulraum fiir Anderson A-Motive ist endlich

Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen, dass jedes halbeinfache CM-Anderson A-Motiv
(M, Tp) iiber einer endlichen Kérpererweiterung von IF, beziehungsweise von Q de-
finiert ist. Dazu haben wir im letzten Abschnitt das Modulschema X der assoziierten
Garbe (M, 7)) konstruiert.

Wir fixieren die Charakteristik ¢ = ker(v) und setzen K := x(¢)*¢ fiir einen algebrai-
schen Abschluss von x(¢) := Quot(A/e) mitp : A — A\ ¢ C K. Um zu zeigen, dass M

iiber K definiert ist, betrachten wir X, := X X\ (oo} SPECK, die Basiserweiterung von X.
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Konnen wir zeigen, dass eine offene Teilmenge von X,, die endlich iiber K ist, ausreicht
um (M, t)() wie gefordert zu definieren beziehungsweise, dass X, selbst endlich iiber

K ist, so folgt mit Satz 6.3.6 das gewiinschte Ergebnis.

Wir zeigen, dass zu jedem Punkt Q € X, eine offene, affine Umgebung W mit
Q € W C X, existiert, die endlich iiber K ist.
Dazu betrachten wir das Ideal Z’ aus Abschnitt 6.2.2, welches auf C’]Xc\{oo} definiert
ist. Wir wollen Z’ auf X, auffassen konnen. Wir betrachten das Bild von (Specp,id) in
C\ {0} Xspecr, Spec K.

C\ {oo} X specty Sp€C K

\L > (Specp,id)

SpecK
Das Bild von (Specp,id) ist ein Punkt in Spec Ax = Ck \ {ook}, nédmlich der Kern der
Abbildung Ax — K, a®b — y(a) - b.
Betrachten wir nun dieses Ideal auf der Kurve Ck, so wissen wir, dass es durch eine Ide-
algarbe J C O, gegeben ist.
Weiter wissen wir, dass T'(Ck \ {0k}, O¢,) = Or ®F, K eine direkte Summe von Dede-
kindringen ist. Nach [Bou72, VII §3] existiert eine eindeutige Zerlegung der Faktoren

von J% = [1, J» in ein endliches Produkt von Primidealpotenzen, das heif’t es gilt
Tp = p{“’ . -ptf“””,

fur jedes J, mit Primidealen p; von Op und deren Potenzen f;,. Wir konnen somit
Oe /T d— O, /1Ty Jo = O,/ 11; pff mit Potenzen e; := ), fi, schreiben.
Wenden wir auf O /TT; pf" den chinesischen Restsatz an, so erhalten wir

Oc, /T =T10¢, /¥ (6.3.1)
1
Die Faktoren kénnen wir wie folgt umschreiben:
Oc, /¥ = O¢, , /¥ = K[[wj]]/w] (6.3.2)

Die erste Isomorphie gilt wegen der Definition von Vervollstindigung und die zweite, da
w; ein uniformisierender Parameter auf Cx bei p; ist und K = x(p;) gilt, da K algebraisch

abgeschlossen ist.
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Ziehen wir mit pr; : X, — SpecK das Ideal 4 quf X, zuriick, so erhalten wir

OC /(CXEHCK)*jd (63:-1)1—[(96&/(‘31,06&)61'

Xe

(6.3.2)
o HOXS KRk K[[wi]]/wfi (6.3.3)

=TT Ox llwill /2

Sei Hy := H X\ (o} Spec K als Faserprodukt definiert durch

HS H 7
T
Spec K m C\ {oo}

wobei ¢ die Abbildung ist, durch die H als ] x C \ {oo}-Schema gegeben ist.

Aulierdem sei |, definiert durch
Je :=] Xspeck, C \ {0} X\ (e} SpecK
=] X SpecTF, SpecK.
Dann konnen wir analog zu (6.3.3) auf X. auch fiir J. und fiir H, die Isomorphien
O, /€ T* = ]‘[ok wi]]/w' (6.3.4)

Oc,,. | Cn—cxr T4 = HOHS w;]] (6.3.5)

bestimmmen.

Bezeichnen wir nun mit Do, den Divisor }_; 11;60; und mit \; die Garbe (c;;, —c;*/N*"® auf

C 1., so konnen folgendes Lemma formulieren.

Lemma 6.3.1 Wir kdnnen die Abbildung

p: <C-HﬁC"]xc\{oo})*(PYT,ZM(DOO) /I/dpr’f,zM(DOO)) - N
auf Cy, durch die Abbildung

@(CHEHC]) M /pe, CHSHC] @N /pEI

i

charakterisieren.

84



6.3. Der Modulraum fiir Anderson A-Motive ist endlich

Beweis: Auf Cy haben wir in Abschnitt 6.2.2 die exakte Sequenz (6.2.1)

0 — MI &"iv} (C_HHC_])*MUHZ'U(DOQ) @) Num'v =0
erhalten, wobei B¢ durch (c;—c)* (M""?(Do) /I - M""®(Dy,)) faktorisiert.
Da N durch 7" annulliert wird, gilt 40 = \funiv [ 7 \funiv Auf Cpy sieht 41

somit wie folgt aus

guniv

o o o . .
CH=Crxc\(w))" (PrT,zMumv(Doo)/I PrT,zMumv(Doo)) = N[ ety TN

Wir betrachten g nun auf Cy, und da (¢, ~¢;,c\ ()L = (€~ J gilt, konnen wir p wie

folgt formulieren.
B: (CHﬁCﬂ*M“niv(Dw) / <C'Hﬁ5/>*jd(CHﬁC})*Muniv(Doo) — N / <C'Hﬁcf<>*~7d/\/’e
Dann folgt mit (6.3.1) die Behauptung. O]

Mit Hilfe des letzten Lemmas konnen wir zu jedem Punkt auf H, eine Umgebung finden,

die lokal isomorph zu einer Umgebung auf J, ist.

Satz 6.3.2 Zu jedem Q € H, existieren offene Teilmengen V C H, mit Q € V und

V" C J,, so dass ein Isomorphismus V —— V" existiert, also H, lokal isomorph zu J; ist.

Beweis: Betrachten wir die lokal freie Garbe (c‘Hﬁc“,yM von Rang 1 auf C H,, SO existiert
eine offene Uberdeckung U; von Cy, mit (¢, ~¢)* M \u], = 0O¢,. ’uj'

Sei P ein Punkt aus J. und seii € {1,...,t} fest gewéhlt mit p; € C(K) fiir ein Primideal
p; aus der Darstellung von J¢. Wir wihlen nun eine offene, affine Umgebung V' von
(pi, P) € C), derart, dass 6 : ¢, -c)* M|, —— O, |, ein Isomorphismus ist.

Dann ist auch der Isomorphismus

<c/sﬁc/)*M(D°°) / (CJSHCKVP?(CIS*}C])*M(Doo)| L) OCIE/(CISHCK)*F‘?OC]S ’V/ (6'3’6)

V/

durch ¢ gegeben.
Unter der Abbildung (p;,id) : J. — Ck Xspeck Je betrachten wir nun das Urbild von V' in
J. und erhalten so eine Umgebung V" := (p;,id) (V') C J; von P, so dass durch (6.3.6)

auch ein Isomorphismus

- - N - e . - - 51‘ _ _ e;
<C]£‘>C[)*M(DOO)/(CISHCK)*pi (CIEHC])*M(DOO)‘(C]S—‘Is)_l(vll) Ocls/(ckﬂcld*pi OC]E |(C_]€—>]g)_1(V”)
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

gegeben ist, da (¢, —-1(V") und V' auf dem Schnitt mit {p;} x J, libereinstimmen.

Wenden wir den Isomorphismus (6.3.4) auf das Bild von J; an, so erhalten wir
5i(<éwéﬂ*M(Dw) / <c‘,ﬁc~K>*p?<c,ﬁc,>*M(Dw)\(Clﬂs)_l(w))
= Op[[will /Wil ¢,, -1 (vm) (6.3.7)
= Ovr|[wi]]/w}

Nun zeigen wir, dass lokal eine Bijektion zwischen H, und J. existiert.
Dazu setzen wir das Urbild von V" in H, als V := (-1 (V") C H,. Es gilt auf Cy,

-t (V) = - 110 (V). (6.3.8)

Die Existenz der Abbildung
a:V—V'

folgt direkt aus der Definition von H. Wir ordnen dem Quotienten (N, B) die zugehérige
Garbe M auf | zu.

Die Abbildung a~! werden wir im Folgenden erliutern, indem wir fiir jede invertierbare
Garbe auf ], einen universellen Quotienten konstruieren. Dazu betrachten wir die auf

Ch, gegebenen Garben
Cpe—C* M (Deo) / (€= ps . —¢*M(Deo)
und
Che—cry (M [ piiM)
lokal auf der Umgebung (¢;;,—#)~1(V) und erhalten so mit (6.3.7) und (6.3.8)

n—¢)*M(Deo) / <c*Hﬁc~K)*pf”<c'Hﬁc”,>*/\7l(Doo)\(C—Hﬁﬂe)fl(v)
= (Hsﬁls)*OV”Hwi]]/w?
= Oy |[wil] /w}'.

Das gleiche Argument liefert fiir (¢, —c;)* M’ den Isomorphismus

(CHgﬂCH)* (M/ / p?M’) ‘(C_HEHHs)_l(V) = (Hﬁ;g)*OVu[[wi]]/wf". (639)

Nach Lemma 6.3.1 kénnen wir den Quotienten (N, B) beziiglich der einzelnen p; cha-

rakterisieren. Wir betrachten nun

Bt cn—cpM(Deo) /[ (i py €~ M (Do) = Ne/ €y —copi N

1
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auf dem Urbild von V in Cp,

((CH ~¢p) M(Doo)/ (Chy —Cr)* p (CHEHC] M(Doo))‘ —5 (_/\/'E/(CHSHCK)*]J?./\/’EN

(Cpe—He) "1 (V) (Cpe—He)~H (V)

So erhalten wir mit den vorangegangenen Uberlegungen

[[wl]]/we' —» (N / (Cr—Cr)*P; ./\/')’ (6.3.10)

(Crie—He) "1 (V)

Mit (6.3.9) und (6.3.10) kénnen wir die Sequenz
ey (M /97 M) — (e, M (Doo) / (€~ 95 €1 —c* M (Doo) = (Ne/ (e~ i Ne)
lokal auf (¢, ~no-1(V) durch

Ov [[wi]]/w “, Ov|[w;]]/w; — coker(a") (6.3.11)

beschreiben.

Mit der nachfolgenden Rechnung folgt coker(a”) = Oy[[w;]]/ wfi. Damit ist jedes
Ne/piiN; isomorph zu Oy [[w;]]/ wf" und wir haben jeder Garbe aus V"’ C ], einen
Quotienten Oy |[[w;]]/ wf" zugeordnet. Dies liefert einen Morphismus # : V" — V mit
axon =idyr.

Die Riickrichtung 17 o « = idy folgt aus der Berechnung des Kokerns.

Wir wissen, dass r,,N; lokal frei von Rang d tiber H, ist. Damit ist pr,, (N /p;'N;) fir je-
des i lokal frei von Rang d; iiber H; und ¥_;d; = d, wobei d; lokal konstante Funktionen
auf H, sind. Seien d; := d;(Q), dann ersetzen wir V durch VN {x € H, | d;(x) = d;}.

Wir bestimmen nun den Kokern der Abbildung

" Ovlwi]]/w — Oy[[wi]]/w], 1 Z b,w!
Der Kokern coker(a”) = Ov[[w;]]/ ¥, byw! ist ein lokal freier Oy-Modul von Rang
d;. Nach [D.E99, Prop 20.8] gilt b;, € Oy, sowie b, = 0 fiir alle n < d;. Damit ist

coker(a) = OV[[wi]]/wfi. O

Wir haben in Satz 6.3.2 gezeigt, dass H, lokal isomorph zu J, ist und wir konnen oBdA V
und V” zu affinen Teilmengen V = SpecT'y C H, und V" = SpecT'y» C J, verkleinern.
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Wir konnen also folgende Diagramme betrachten.

Xe Je w V" %4
O (id,Froby) (id,Froby)
Hg (pr m/) ]g XSpecK PlCC/]Fq V —_— V/I X Specl( PlCC/qu QV” XSpeCK V”

Die Abbildung V’ — V" x V" ist abgeschlossen und wird von der Abbildung
SpecI'y» — Spec(T'y» @k T'yr) induziert, die durch das Ideal

ker(Ty» @k Tyn — Tyw, by @ by = b1bl) = (b®1)7— (1®b) | b € Tyr) gegeben ist.
Da V und V" isomorph sind folgt, dass

W = SpecTyn [ (pr*(b)T —m"™(b) | b € Tyn)
eine offene und affine Teilmenge von X ist.

Lemma 6.3.3 Zu jedem Q € X, existiert ein offenes, affines Unterschema W C X,,
Q € W mit W = SpeCFV///(l*(b)q — 2*(b) : b - Fv//), O

Wir konnen nun zeigen, dass zu jedem Punkt aus X eine affine Umgebung existiert, die

endlich tiber K ist. Dazu benétigen wir die Definition von endlichen Morphismen.

Definition 6.3.4 (endlicher Morphismus von Schemata) [Har97, Def S.84]

Ein Morphismus von Schemata f : X — Y heif3t endlicher Morphismus, falls eine Uber-
deckung von Y durch offene, affine Teilmengen V; = Spec A; existiert derart, dass fiir
jedes i das Urbild f~1(V;) affin und f~1(V;) = Spec B; ist, fiir A;-Algebren B;, welche
endlich erzeugte A;-Moduln sind.

Lemma 6.3.5 Zu jedem Punkt Q € X, existiert eine offene, affine Umgebung W, die
endlich tiber K ist.

Beweis: Sei VW das offene, affine Unterschema von X, aus Lemma 6.3.3 mit Q € W

und B, :=Ty» / (1*(b)7 —2%(b) | b € Tyn). Wir wollen zeigen, dass B, eine endlich-

dimensionale K-Algebra ist.

88



6.3. Der Modulraum fiir Anderson A-Motive ist endlich

Wir wissen, dass | von endlichem Typ tiber IF, ist und nach Lemma 6.2.4 ist H von endli-
chem Typ tiber | Xgpecr, C \ {co}. Diese Eigenschaft ist transitiv und bleibt vom Faserpro-
dukt erhalten ([Har97, S.93 Ex 3.13]). Also ist X, = (] x,xpicc_/w H) X\ {e0} Spec K lokal
von endlichem Typ iiber K. Die Voraussetzung fiir [Var02, Lemma 4.3] sind somit erfiillt
und es folgt, dass VV étale iiber K ist. Da VV affin ist, erhalten wir mit [Mil80, Prop 1.3.2]

unser gewiinschtes Ergebnis und zwar, dass W = Spec B, endlich iiber K ist. O]

Satz 6.3.6 Sei M ein Anderson A-Motiv iiber L = L%¢ mit komplexer Multiplikati-
on durch kommutatives, halbeinfaches E und es gelte O C End;(M). Dann ist M
schon iiber einer endlichen Korpererweiterung Ky von x(¢) definiert, das hei3t (M, ) =
(Mo, 10) ®k, L8 fiir ein Anderson A-Motiv M, tiber Kj.

Beweis: Nach Korollar 6.2.7 existiert zu M eine assoziierte Garbe (M, ty) € X' (L), das
heil3t, es existiert eine Abbildung f : SpecL — X. Da 7y : A — L durch A/e faktorisiert
und wir die Einbettung A/e — «(¢) — K betrachten konnen, erhalten wir die Injektion
der algebraisch abgeschlossenen Korper 4 : K < L.

Die Abbildung p : A — A/e induziert die Abbildung Specp : SpecK — C \ {c0} und da
X ein Schema tiber C ist, existiert eine Abbildung ¢ : X — C\ {o0}.

Wir konnen folgendes Diagramm betrachten.

Spec L f
\m
> EN

Xg X

Spec 7\\ i J{C

Spec K @ C\ {co}

Wir erhalten somit die Abbildung f : Spec L — X, mit f(SpecL) = Q € X..

Nun wollen wir zeigen, dass diese Abbildung durch Spec K faktorisiert. Nach Lemma
6.3.3 existiet eine offene, affine Umgebung VW mit Q € W C X, die nach Lemma 6.3.5
endlich tiber K ist, das heif3t W = Spec B; fiir eine endlich dimensionale K-Algebra B.
Sei p C B, das zu Q gehdrende Primideal, also liegt Q in X,(B./p).

Betrachten wir nun den Integrititsbereich B./p, so ist nach [D.E99, Cor 4.17] B./p eine
endliche Korpererweiterung von K, also gilt B, /p = K und Q liegt in X,(K).

Nun existiert ein Anderson A-Motiv M, tiber K mit M = M, ®k L. Nach Satz 2.4.1 wis-

sen wir, dass M schon iiber einem endlich erzeugten Unterkorper Ky von K definiert ist.
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6. CM-Anderson A-Motive lassen sich iiber einer endlichen Kérpererweiterung definieren

Damit gilt, da Ky endlich erzeugt und algebraisch ist, dass K, eine endliche Korperer-
weiterung von «(e) ist. Somit ist M {iber einer endlichen Kérpererweiterung von «/(e)
definiert. O
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